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مقدمة الطبعة العربية 


در من الأهمية لأنه يتناول بالدراسةء الأسس الذي تبنى عليها معظم الاستنتاجات الرياضية 
تستخدم فی الات العلوم التطسيقية . 


- 


1 

وقد اخترنا هذا الكتاب لأنه يعتبر مرجعا مذرسيا في التحليل الرياضى يعرض الموضوع في 
سلاسة ووضوح» ويحتوي على عدد كبير من الأمثلة. 

تد تم التقيد بالمصطلحات الى شاعت ورسخت في اللغة العربية وتعود عليها الطالب 
النعريب في الرباط» والمراجع في العلوم الرياضية الصادرة باللغة العربية . وقد أضيف ملحق 
حاص بالمصطلحات العلمية فى آخر الكتاب . ونرجو بتقدينا هذه الترحة أن نکون قد ساھمنا 
مساهمة متواضعة فى اغناء المكتبة العربية بالكتب القيمةء خحاصة وأن هناك نقصا ملحوظا في 
دنب التبحليل الرياضى الحيدة باللغة العربية» على الرغم من أن استيعاب المفاهيم الدقيقة 
سيكون أشمل إذا درست باللغة الأم . 

و سعدا أن دتهدم بخالص | e‏ لر ملين : الدکتور على صالح الروینی› والدكتور حمد 
سا باي » للدي قأما بر ا حعه هده ال جه وللملاحظات أیدياها فکانت دات نھ ف 
و الاب په الصورة. 


د . أحمد صادق القرماني را اا 
حامعة الفاتح 
طرابلس 1990/10/30 م 
11 
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مقدمة المؤلف 


نتوی هذا الكتاب «مقدمة في التحليل : نظر ية حساب التفاضل والتكامل» علل العرص 
ظري لفاهيم التفاضل والتكامل الى قدمت بطريقة بديية في المنهج الأول للتفاضصل 
النكامل الذى يدرس للطالب المبتدىءء أو طالب السنة الثانية في أية كلية جامعية . 

ودف هذا الكتاب لأن يكون مرجعا مقررا لهج نظري يدرس عادة في السنوات 
لدراسية الأخيرة» ومثل هذا المح يسمى عادة بالتفاضل والتكامل المتقدم» أو مقدمة في 

رالكتاب «مقدمة ي التحليل : نظرية حساب التفاضل والتكامل» بحتوي على مادة كافية 
مصلين دراسيين معر وضين بسرعة معقولة» ويمكن أن يدرس لفصل واحد بتغطية الأبواب 
1 - إلى 8 بالاضافة إلى بعض الأبواب القليلة الأخرى وفقا لاختيار أستاذ المادة. 

قدمت موضوعات الكتاب ممستوى معقول لطلبة الحامعات؛ وذلك بتقديم معظم 
لنظر يات فى مموعة الأعداد الحقيقية الألوفةء وذلك على خلاف الصياغة الأكث عمومية أو 
ريدأ وبذلك يستطيع الطالب الذي يتعلم لأول مرة» كيف يكتشف البراهين الرياضية 
٠‏ يكتبهاء وكيف يلجا إلى خرته السابقة للحصول على أمثلة توضح اموقف بجلاء. وبعد أن 
E‏ الطالب جره معنة ف عرص الراهين الرياضصية واستیعامپا ٤‏ صأاعه محينه» فان 
ا بات المحردة ی i‏ وقبولا. 

إن أحد أهداف الطالب في هذا المستوى جب أن يكون اكتساب المهارة في كتابة 
لرباضيات ؛ وهذا فإن أسلوب عرض هذا الكتاب دف إلى توضيح الكتابة الرياضصية 
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الصورية على حلاف اللاصورية الت تقابلنا e‏ الأولية. ولیس 
ھا صحيحاً للمقولات والراهين الصورية فحسب. بل أيضا للمناقشات العامة» وهو أمر 
لیس طارثا er‏ ومع الاحتفاظ مستوى وأسلوب عرض الادة حتوى الكتاب على عدد 
فليل من الأشكال البيانية . وهذا أمر نمطي في رأي. ومرغوب فيه في المقررات المتقدمة 
للنظرية الرياضية. وفي هذه المرحلة جب على الطالب أن يفهم أن طريقة الأشكال البيانية لا 
تكون برهاناء فالأشكال البيانية فى الكتاب - مثلها مشل الأشكال الأخحرى التي حب أن 
يتشجع الطالب ويرسمها - لا تعتر إلا حثا للطالب على الدراسة الممتعة ولكنها ليست جزءا 
E‏ 


وتعْطى مجموعات التمارين» الواردة في نهاية كل بند تقريباًء للطالب ليختبر قدرته على 
اكتشاف وكتابة الرباضيات على السواء. وتظهر بعض المسائل الروتينية في بداية معظم 
التمارين الفيدة وهي التى تتطلب برهاناً أو تفصيلا لثال ما. وعلى الرغم من أن مثل هذه 
التمارين ليست ضرورية لبرهان التتائج التي ترد بعد ذلك إلا أا تضيف تفاصيل مهمة 
للنظرية» ونكسب الطالب خرة؛ لآن الطالب يجب أن يكون ملا جفاهيم ورموز نظرية 
اللجموعات دون تفسير اضافي. وباللإضافة إلى رمزي الاتحاد والتقاطع نستخدم الرمز 8 
لكملة 8S‏ و $ ~ ٦‏ للمكملة النسسية: ٣~ $ = 1 ١ )~-S(‏ 


ويبداً عرض النظرية فى الباب الأول بتعريف ترتيب الأعداد الحقيقية ۸ وتقديم مسلمة 
أصغر حد أعلى (كل الخراص الحسابية للمجال ۴۸ مفترضة) ب الخاصة التي تطبع هذه 
العالحة للموضوع هي ترتيب المفاهيم المختلفة للنهاية. ففى الباب الثاني تكون نظرية 
النهايات الأول المعروضة هي التعلقة بتقارب متتاليات وهي الأسهل في التعامل 
معها بواسطة عمليات 8 - ع الدقيقة. كا أ نه يسهل توضيحها بالأمثلة . وتستخدم نهايات 
المتتاليات لعرض وتوضيح مفاهيم التقارب الأخحرى. الت تضمن الاتصال ونهايات الدوال 
والاتصال الختظم والمشتقات والتكاملات والمتسلسلات اللاائية ومتتاليات الدوال 
ومتسلسلات القوى. ومع كال ۸| وهو موضوع الباب الثالث تشكل مفاهيم الهاية هذ 
محتويات الأبواب من 1 الى 12. وفي الباب الرابع جد تناو غير عادي » حیث يدرس في 
المداية مفهوم الدالة المتصلة وبعد ذلك بستخدم الاتصال لتعريف نهاية الدالىة. وقد تم 
اختيار هذا الترتيب للموضرعات. لأن الدوال المتصلة تبدو للطالب طبيعية أكثر من الدوال 
عير المتصلة التي تعرضص النہاية بواسطتها. وبالاإضافة إلى تكامل ران الذي يدرس في الباب 
السابع » يقدم تكامل رمان - إستلتيس ءعزااء ا٤5‏ لي الباب العاشر. وفي الباب الحادي عشر 
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نظرية فبرشتراس للتقريب كمثال على التقارب المنتظم لتتالية الدوال. 

٠‏ حصص الأبواب الأربعة الأخحررة لدراسة النظرية متعددة الأبعاد» وهي تبدأ بدراسة 
»سا ءات المترية . وهذا الموضوع هو الوحيد المقدم في صياغة مجردة» وحتى في هذه الحالة 
٠‏ علرية الفضاءات المترية » بشدة نحو الفضاءات الاقليدية. 


٠‏ البابين الرابع عشر والخامس عشر نعرض لفاهيم الاتصال والقابلية للتفاضل في 
ءساء الاقليدى نونى الأبعاد» ولكن دراسة التكاملات التعددة في الباب الأخير تقتضر على 

مد بة فى بعدين وهنا نستعين في تناولنا عحتوىی جوردان (١۵ل10۲[)‏ عن طريق المساحة 
. حلية والخارجية للفثات في المستوىء وهذا اعا ينح خلفية مفيدة للطلبة الذين سيدرسون 
هد به لييح Lebesgue‏ للقیاس . 


ان كتاباً على هذا النمط سيكون بالطبع متأثرا بخرة المؤلف خلال سنوات طويلة من 
سته كطالب وعمله كمدرس وأستاذ للادة. وأآنه لمن المستحيل القيام بتعداد من كان دو 
على هذا الكتاب من أساتذة ومراجع خوفا من اغفال دور البعض. ولذا اي ٣‏ 
.٠ا‏ عن الشكر بالعرفان حميع زملائي وتلاميدي وأساتذتى الذين ساعدوني بمختلف الطرق 
وة 2 اعداد هذا الكتاب منذ كان حطوطة فمذكرة فكتاب. انى مدين i‏ اخلاصي 
ا وأود أن أشكر جوليا فروبل لعملها المتميز في طباعة المخطوطة. وقدم المراجعون 
,د ذکرهم ملاحظات مفيدة على الصور المختلفة السابقة هدا العمل : جون انجرام - 
“عة ولاية كاليفورنيا في ساكرامنتو ليام مسليد - جامعةولاية ميتشجان» فرانك كليفر - 
-امعة جنوب فلوريداء و.ر. هينتزمان - جامعة سان دييجوء ميشيل شتلين ‏ جامعة الشال 
لغري جويل ويستهان - جامعة كاليفورنيا - ايرفينء والتر. ك. مالوري - جامعة ديلوار» . 
لف لاكنيس - جامعة سان فرانسيسكيء ايل باسوف _ جامعة تمبل» دافيد هالينباك - 
-امعة ديلوار» تبرنس جافني - جامعة الشمال الشرقي» ميشيل جريجوري - جامعة شال 
دادوتاء استيبان بوفالد كلية واباش» وليام ارماكوست - جامعة كاليفورنيا - دومينيغوز هيلز» 
ارت بيليك - جامعة- سان جوزيهء بربارا شابيل - جامعة ولاية كاليفورنيا التكنولوجية - 
ءسون دوجلاس هول» جامعة ولاية ميتشجان» ديتموتي سورنسون - جامعة ولاية كنت 
لدي قام بالمراجعة الدقيقة الأخيرة. وأخيرا أود أن أشكر محرري داري النشر أكادييك برس 
هارکورت براس جوفانوفیتش والعاملین ) لمساعدتهم وتشجيعهم لي خلال فترة احراج هذا 
اعمل وتحویله من مذکرات الى کتاب . 
المؤلف 
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هيد : 
المقولات والراهین الر ياضية 


أنماط المقولات الرياضية 


Types of Mathematical Statements 


ان موضوع هذا الحتاب ينظم ومجمع ما يسمى بالنظرية الرياضية «mathematical‏ 
the‏ ویکمن الهدف في تقدیم هذه النظرية وتوضيحها بوصفها محموعة من المقولات 
الترابطة منطقيا فيم) بينهاء ونختلف هذا عن المنهج الأول المعروف للرياضيات» حيث يكون 
ده المدف هو تدريس مجموعة من طرق حل أنواع معينة من المسائل . وفي الحالة المخالية فإن 
تى منهج رياضي يجب أن يحتوي على بعض المواضيع النظرية» ولكن في مناهج حل المسائل 
DT FE‏ أمور نظرية قليلة . وقد تكون المهندسة المستوية هي النهج الوحيد 
بل هذا الوضوع والتي تحصص بالكامل لتنمية النظرية الرياضية. وهنا كأ في اهندسة نقابل 
اماطاً ختلفة من المقولات التى تشكل عناصر هذه النظرية» وتصنيف كل مقولة بذكر شىء 
عن دورها في النظرية. 

في البداية» هناك التعريفات (ك«هاان«ا؟ءل). وهي المقولات الت تصف الموضوعات أو 
الخواص أو المغاهيم الى علينا دراستها؛ وبعد ك فإان هناك المسلأت (كص0اجه) التي 
NR GI E‏ 
التعريفات أو المسلمات أو تبريرها بأية طريقة» على الرغم من أنه في بعض الحالات تعطى 
مرينات لتوضيح الكيفية التى تكون بها النظرية المعروضة موازية أو امتدادا لموضوعات 
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عرفناها بخىرننا السايقة. وهتاك مصطلح أخر لما وهو سك په (postulate)‏ « يستحدم 
عادة قي أهندسة الاقليدية ولكنا لا نستخدمه هنا“ . 


وبال صافة إلى التعريفات والمسلهات» فإن سلسلة من المققولات الشكلية التق مجحب 
استنباطها بالاستعانة عقولات أخرى إما بافتراض صحتهاء أو على آنا برهنت قبل ذلك 
وتسمى المقولات المرهنة الأكثر أهمية بالنظرية (۳5٠۲٥ع1٣)‏ أو بالمرهنات. أما تلك الت 
تليها في الأهمية فتسمى بالنتائج (#اعهااه))ء ويقصد ا المقولات التى بمكن استتتاجها - 
بوصعها نتائج اضافية ‏ من المقولات الأخرى التى تم إتباعها. وبذلك ترد النتائج مباشرة بعل 
النظر يات ال تستنتح منہا. 

وهناك فصل أخر من المقرلات الستنتجة وهي ما بسمى بالنظريات المساعدة (مصصما) 
وهي النتائح الأولية التي تستخدم في الرهنة على النظريات وعادةء فإن مقولة النظرية 
الساعدة لا تكون ذات قيمة عامة في حد ذاتهاء ولكنما تعطى عنواناً مستقلا كطريقة ملائمة 
لتجزيء الرهان الطويل للنظرية. 

واحر مقولات هذه السلسلة ھی ما یعرف بالفترضات (ositi0۸م۴rop)‏ . ويستخدم هذا 
الصطلح عندما تكون المقولة غبر مهمة بدرجة كافية لتسمى نظرية» ويكون تسميتها بالنظرية 
NE‏ غير مناسب . ولي الماضى وبخاصة في المندسة الاقليدية الكلاسيكية كان 
بستخدم عنوان الفترض بنفس المعنى الذي يستخدم فبه الآن مصطلح النظرية. 


ناء الر هان 
The Structure of Proofs‏ 


ان معظم المقولات الرياضية التي نحتاح إلى برهان هي شرطية (41٣ه)زل«ه)٣):‏ أي يتہ 
النص على صحة شيء ما إذا كان ثيء آخر معروفا أو معطى بشكل صحيح » والحزء المعطى 
أو امرض يسمى بالفرضية (كiوعطاوم (hy‏ ويسمى الجزء المستنتح من الفرضية بالنتيجة 
Jw ls « (conclusion)‏ صورة هذه المقولة الشرطية ھی : (إدا کان 41 فإن €» حیٹ ترمز ٤4‏ 


NT Û 0‏ ۳ ا 
(#) فق اللعة العر ية بستخدم عادة مصطلح السلمة ترمة للمصطلحن ("0اجة) و (عاانامم)وتعنى المسلمة القضة 


او المهولة ئي أي نظام رياضي بسلم بصحتها ونستنت ارد اا ونظر بات هذا النطام. 


18 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


E CE CEs‏ ختلفة تعنى نفس الشىء مشل: 


| 1 ردى إلى €٤‏ (ب) €٥‏ فقط إدا کانت 1 
٠‏ )شط ضروري ل ٩1‏ (د ) H1‏ کای لتحقق ٣‏ . 


هده هى الصور الأكثر شيوعا. مع وجود صور أخرى. وني كثير من المقولات الشرطية 
٠‏ د الفرضية والنتيجة من جزئين أو أكثر» على سبيل التال: إدا كانت «۴8» ر81 و 


٠‏ عكس دورا الفرضية والنتيجة في مقولة شرطية ما فإتنا نحصل على مقولة تسمى 
«٠‏ نوس المقولة الآصلية (عsإonveع)‏ . فالمقولتان «إذا کانت ۸ فإن 8» و «إذا كانت 8 فإل 
E‏ امال تكون كل منها معكوسة للأخرى. وفي بعض الأحيان ينص على أن 
د ومعکوستها صحیحتان کلاها وعندند جمع المقولتان ف مقولة واحدة متل «ه إدا 
٠ط‏ إذا كانت 8» ولاثبات هذه المقولة ثنائية الشرط جب إثبات كل التضمينين «4 تضمن 
.8 تضمن 4» (أو ۸ تؤدی إلای 8 و 8 تؤدي إلى 4). وقي هذه الحالة نقول: إن 4 
١‏ متكافتتان . وهناك عبارات أخرى للقولة ثنائية الشرط : إحداها: ‏ والتى تقابلنا في معظم 
جم الر ياضية - هي (۸ شط ضروری وکا ل 8». وهناك عبارة أخری تكول مناسبة ۔ 
-.صسة عندما تکون کل من ۸ء 8 معقدة بدرجة كافيه - وهي «المقولتان التاليتان متكافتتان . 


(i)‏ کر 
(ب) 8». 
وهذه الصورة هي بالتأكيد ‏ الأبسط فى الاستعال عندما يوجد أكثر من مقولتين 


ا۴“ 
اا سسا , 
Î‏ 


والراهين (۸15ءصuإعه)‏ المستخدمة في ابات تضمین ما مثل : (إدا کان ٩‏ فان »C‏ 
حون شاعلة صور أيضا. وأبسط صورة للرهان (ليس من الضروري آن تکون هي 
رأسهل فى التنفيذ) هى : الرهان المباشر (ا١ءل).‏ لاثبات أن ١‏ يضمن € نفرض ببساطة 
صحة ا معطا: و E E E‏ 
' لطر يفتين التاليترن : 


سے 
ا 


الرهان بالنقيض (iveاcontraposi)‏ وذلك بفرض أن € خطأ ونستنتح آن ۸ أیضا بجحب 
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ل تكون خاطئة . أما الطريقة الثانية فهي : الرهان بlأئتناقض (reduction gy contradiction‏ 
"absurd um(‏ حيث يفترض أن المقولة الق تحن بصدد برهنتها خاطئة والوصول من 
هذا الفرضص , بحجح منطقية صحيحة إلى نتيجة باطلة منطقيا إو منافية للمسلات | الأساسة 
O‏ تكون منافية لمسلمة ما أو لمقولة ما سبق إنباتها. 

وعادة ما يولع الطلبة الذين يمارسون عملية البرهان لأول مرة بصورة الرهان بالتناقض 
هذا» غير أنه جب الحذر من أنه توجد مخحاطر فى ارتكاب بعض الخطرات اخاطة منطقياً عند 
مناقشتنا انطلاقا من فرضية يُفترض خطؤها في البداية. وبذلك. فإن الصورة الباشر ة وصورة 
الرهان بالنقيض هما المفضلتان. 

وعلى الرغم من أن التضمين («ن٤ةءنام)‏ «إذا كان ٨١‏ فإن »١‏ يبدو ختصراً وبسيطا 
فان EER CTE e‏ نوصح دلك بتضمين ذي فرضية من 
ن نتيجة من جسزء واحد: «إدا كان ,8 ر3 فإن .)€٣‏ ونقيض هله المقولة 
ا هی «إدا لیس € فإنه لیس 51 H3,‏ (کلاھا)». وبالتال فإن الرهان 
ا e‏ استتاح أن ر۲3 خاطثة. کا 
مک انضا کد ل أن نفرض أن € خحاطئة طئة ورلا صحيحة ونب أن H1,‏ جس أن تکون 
خاطئة . وهده المناقشة تطرق - بصعوية - الباب على طح المنطق الصوري» إلا أنه يترجب 
على الطالب E‏ | هده الصور کا تظهر في الايضاحات والتطورانت الواردة في النظرية 
الرياضية. 

وننهى هده الناقشة التمهيدية ببعض اللاحظات حول العبارات اللغوية واستخداماتما ف 
الكتارة الرياضية. الصررة الصادقة للتضمين «إدا کان ٩8‏ فإن €» يمحن أن تصبح یله اذا 
استخدمت بدون تغيير» ولذا تستخدم طرق أخحرى للتعبير عن نفس الشىء. على سبيل 
الثال» نصا الخاصية المعروفة للأعداد الحقيقية» وتعاد صياغتها کا يل : 
وأ( ادا E‏ فان 0 < “× 
(ب) لكل عدد حقيقي × یکون 0< *×. 
(ج) لكل عدد × من الأعداد الحقيقية يكون 0 < × 
(د ) لأي عدد حقيقي × يكون 0 < ˆ 


%٤ 


(#) مصطلح لاتيي يعني التوصل إلى أمر مناف للعقا. وباطل منطقياً. yy‏ 
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ءنعق هذه المقولات الثىء نفسه ولكن التعبيرات المختلفة للفرضيات تسمح لنا بالتاكيد 
الفروق الحوهرية في النص المتضمن . 

لكن لا تقلق نفسك الآن يثل هذا الموضوع المتعلق بالأسلوب والعرض . يكفى الأن أن 
ام أن هذه المقولات متكافئة . وبالمثل› فالعارة «رهناك يوجد» تعن بالضط الشىء تسه 
ر «يوجد» ولكن الأولى تستخدم كثيرا ممدف التأكيد . 


21 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


الفصل الول 


تر تيب الأعداد الحقيقية 


Ordering of the real numbers 


(The Order Axiom) ٽjill‎ ةnلسم‎ 1 


م إلى فثة الأعداد الحقيقية بالحرف 8. نفترض تحقق الخواص الحسابية والحرية لمجال 
أعداد الحقيقية ونبدأً - بشكل اختياري بحت - بتعريف الأعداد الموجبة ۶ بوصفها فثة 
٠‏ نه )S1008C1(‏ خحاصة من 8۸ا. 


مسلمة الترتيب: إن الفعة الحزئية ۴ من ۸ المساة بالأعداد الموجبة تحقق الخواص التالية : 
- إذا کان × و رفي ۶ فإن و + ×ول× ي ۶. 


. - لكل × في ۴ تكون واحدة من المقولات التالية صحيحة تماما : 


x= Û (1) 
P ف‎ × )( 
Ns ٤ ~~ x (i1) 


ا وإلاختار الطبيعى هو الرمر N‏ ولکن زا الرمر يستەحل م عأدة ٤‏ الا شارة الرمزية 
ن الأاعداد الطبيعية [.... ,3 ,2 ,1) ونحن نستخدم N‏ أيضافي الرمز إلى الأعداد 


1 1 م 
السك , 


م لب عددین خفن علدا ا ففمل ادا a‏ ا ا مرجاً الا ر سالا 
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تعر بف 1.1 : 

تعرف علاده المتباينة «أصغر من» كا يى : XN TY‏ (× أصغر من ل) تعنى أن SED.‏ 
و(× - ل) ی ۳. 
( اکر من ×) تعني أن لر > ٭. والمقولة ر > × (× أصغر من أو تساوی ل) تعن × ,ل 
ني × > ل. وبالثل فإن × < ر (ر أكبر من أو تساوي «) تعنى × + ر. وأخيرل فإن التباينة 
ااا ل 2 
مقرض 1.1 )صpropositio(:‏ 

ردا کان ر > × وکان z‏ فی ۸| فإن 2+ >y‏ 2+×, 
الرهان: 

الأفتراض لا > × يعني أن × > في ۴ و× > لاهو نفسهء مثل (2 + ») - (2 + «) في 
P‏ وهذا یعنی آن: 2 4 XHZ<Y‏ 
مقترض 1.2 : 

ادا کان ر > × وکان z‏ فی ۴ فإن z‏ > 2×. 
الرهان: 

۲ ولذا فان انغلاق‎ E A o 
۴ ر) فی‎ - ×( z حت عملية الضرب - وهي الحاصية (أ) من مسلمة الترتيب  تو کد لنا آن‎ 
eR e التوزيع فإن ذلك يعني‎ ls 
:1.3 معترص‎ 


إدا کان ر > ٭× رکان -z2‏ ی ۴ فان Zz‏ < z×۔‏ 
الرهان: 


أنظر التمرين 1.1.1 (نمرين 1 في اة بند 1.1). 
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م ي 4ا 
K<ZQ KX <Y <7 Û‏ 
.. هال : 
مھ دي 1.5: 
ر e‏ 
دا کال ډے ×> 0 فال > × 
ق 


جح إن ر > × مكنا الاستعانة بالافتراض 2 لضر ب الطرفين مرة فى × ومرة قي ل 
ا منپےا مو جب من الفرض . وبالافتراضص 4.). وتؤدي E.‏ الضرب XY < U‏ 
x ON‏ عسل ا ا وا ووفقا للافتراضصس 1.4 دستنتسج أل e ۸ <y‏ 
"تراضين 1.7 و 1.6 نعمُّم الخاصية (أ) من مسلمة الترتيب لنبين أن ۲ تحتوي مجموع 
ا ر فة منتهية من عناصرها. وهذاالنوع من التعميمات شائع ف 
. اضيات ونستيعن فى البرهان بدا الاستقراء الرياضي (انظر الملحق 4). 


مشہ ص 1.6 : 

Pe (x TT x) فال‎ {x ES x} CPF اد! کان‎ 
: الہر شال‎ 

ES‏ ا أنه ادا کان |[ = م فل طوف صحیح ؟ لآنه جرع من أخأاصة )أ( سن 
EOE‏ ال ن و بعد ذلك تفرص أن النطوف ج عنللاما )=1 لاي غعدد K‏ 
حتاری ف .N‏ وندلك إذا کان Ky e ¢... Ky‏ آي kK + f‏ عناصر من ۲ 


کا 


۴ 1 
ا ألفثة منتهية )٣11٥(‏ فاا شمدودة .)bounded(‏ و اذ كانت لامنتهیه فقد تخوت عدودة مل .11 
(... . س وهى فة جزئية من الفترة المغلقة [1 ,0]. أو لاحدودة مثل فثة الأعداد الزوجية الموجبة أو الفردية 

4 ا س س 
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Kitt EF (1) 


EP‏ آ س (x, ET‏ ونکت مجموعها على الصورة: 


XxX FX, F -.. TX = (+... + x + x 


k + Î 


والطرف هو مجموع عنصرین من ۲: ECE‏ ی ۶ من (1)» 
و × هوعنصر من عناصر الفئة ذات 2+ k‏ الأعداد لموجبة . وبذلك فمن الخاصية 


(a)‏ یکول ج هسان ن العددين اللوجیين فى ۲. ومن هنا ووفقاً لىدا TD‏ الرياضي 
يكون النطوق ر لابه فثه متتهية (عا١ا؟)‏ من الأعداد الموجبة. 


مفر ص 1.7: 


إذا کانت ۴ ١‏ ی ٠‏ ر وخا قان حاصل ضرب كل العتاص 


الرهان: 

هذا البرهان مائل لرهان مفترض 1.6 ويترك كتمرين (انظر تمرين 1.1.3). 
مغزص 1.8: 

إذا کان >y‏ +>0. رہ علدا صحیحا موجاً فان "> "× 
الرهان: 


انظر رين 1.1.4 , 
گار ین 1.1 
س 


1- أثبت المفترض 1.3. 
2- أثبت المفترض 1.4. 
3 اثبت المفرزض 1.7. 
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: افرص 1.86 
هن أنه إذا كان Xtac<cytb dli a<b (x<y‏ 
اکان و في ۴ x <y‏ ۾ فان >y‏ × 
ا الترتيب (الترتيب الحيد) )Well ordering principle)‏ : إدا كانت د 


وذ حزئية غير خالية من N‏ فإن 8S‏ محتوي على عنص أصغر (ارشاد: افرض آن 5 ليس 
ها عنصر أصغر وأن I= N -—S‏ وبعد ذلك استعن يبدأ الاستقراء الرياصي 
بین أن ۸= 1 وبذلك فإذا لم يكن للفثة 8 عنصر أصغر فإنها خالية) . 


1.2 أصغر الخدود العلا 


لان ندرس مفهوم الفغات الحزئية المحدودة للفغة ۸ OVO‏ 
(b0ne‏ ادا كانت حتواه ٤‏ فى الفترة المغخلقة إا ,ة]ء ا جب el‏ آي عنصر 
م 5 التاينة [5>ء> a‏ .وي هذه الحالة يسمى العدد هة بألحد (lower Jk‏ 
0ط للفئة 5S‏ ويسمى العدد ظط باد )upper bound)‏ للمثة 5 . 

على سبيل المغالء فإن الففة 7 ج12 -] محتواة فى الفترة [7 1-] 
اتال فهى محدودة. وفئة الكسور «الفعلية ى 0<p<q +p, q EN}‏ { 
واه ى الفترة [1 ,0]» وبالتالي فهي غدودة. وبالفعل فالفترة [0,1] هي نقسها تة 
حدودة کا فترة مغلقة. ومن ناحية أخحرى فان الفثة ۸ ليست محدودة؛ لأنه مها كانت الفترة 

ja. b}‏ التي نختارها فإها لا حتوي 1-ه و 0+1 وبالتالي فهى لا يكن أن 


وإذا كان لفثة الأعداد 5S‏ حد أعلى (ورتما ليس ها حد أسفل) فإن 5S‏ تسمى محدودة من 
أعل . ويالمئل تکون 9 حدودة من أسفل إدا کال ها حد أسفل (ورتا لیس ها حد أعلى). 
٠‏ كمثال بسيط علل ذلك فإن فغة الأعداد الموجبة ۴ محدودة من أسفل بالصفر ولكنمأ غير 
شید وده س على . 
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e ee E‏ إا ,ة]ء فإن 5,4 لا يشكلان الحدين الوحيدين 


فإذا كان » أي عدد اختياري أصغر من ه فإنه لأي عنصر > ك من $ يكون 5s‏ ھ24>) . 
وبالتال وفقا للمفرض 1.4 یکول C= S‏ وبالتالي فإن » حد أسفل للفثة 5. ويالتإ فالحد 
الأعلى للفئة 5 ليس وحيدا . ويكون الوضصع أحيانا ختلفاً تماما إذا حاولتا امجاد حد أعلى بكرن 
امغر من ۲: اوه امشل کون اک من 2 وق الفقر قرة السابقة لاحطا أن الفثة 
7 ج 2 1-1 حتواة ة في الفترة | l7‏ غير أنه من الواضح آنه لا کن وجود 

حد أعلل أصغر من 7 ولا يوجد حد أسفل أصغر من 1-. ويوحي دلك الينا يمقهوم أصغر 
حد أعل . 
تعر یف 1.2 : 

يسمى العدد 8 بأصغر حد أعلى (ل”0uط‏ إمupp )Least‏ للفغة $ إذا كان. 
) م حدا أعلى للفئة 5ء 
(أ) اذا كان طا أي حد أعلى للفئة 5ى فإن ط > م. 

ختصر أصغر حد أعلى للفثة 8 بالرمز © ان1 

ویعرف أکر حد أدنی )greatest lower bound)‏ للمثة 8 بالمثل ویرمز له بالرمز ۶ طاع. 

ومن المهم أن ندرك أننا لا ننتظر أن يكون $ ان1 عنصراً في 8. على سبيل المثال القشترة 
(ط ,4) تتكون من كل الأعداد الى نحقق المتباينة 0> > ه. ومن السهل أن نين أنه لا 
بوجد عدد أصغر من ا يمكن أن يكون حدا أعلى للفترة (ط ,ه) ويذلك فان S؟طن1‏ = ظط . 
وبالمثل 08S‏ 1ع = ه » على الرغم من أن أيا من ه أو ا ليس منتمياً إلى الفغة (ط ,ه). 
رتؤدي بنا هده الملاحظات إلى المسلمة الأخيرة ‏ ورا الأهم - للأعداد الحقيقية . 
مسلمة أصغر حد أعلل (8 ل ا) 

إدا كانت 5 فئة غير خالية من الأعداد وحدودة من أعلى » فسيكون ل 5 أصغر حد أعلل . 

وبالأخحذ في الاعتبار مسلمة أصغر حد أعلل. مكنا أن نتوقع مقولة نظيرة تضمن رجود 
آکہر حد آدنی (آو آسفل) . 
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ر من الضروري أن نصيغ ذلك كمسلمة آخحرى؛ إذ يمكننا استنباطها من الخواص 
٠‏ ستاها بالفعل فيا سبق . 


حه :1.١‏ خاصية أكر حد أسفل (6[8): 
لانت $ فة غير خالية من الأعدادء عدودة من أسفل فسيكون ل 5 أكر حد أسفل . 
ھا 


أن "8 ترمز إلى الفئة $ ع ;ء-). وني البداية نؤكد آنه إذا كان ۾ أي حد 

ل کن دا غل ل لن »> ۾ يتضمن أن يکرن 
»> وا للفارف.13, وبذلك فن ٠‏ عدر من أغل» وبالكان وفت اال 

م حد أعلی یوجد "8 ان1 ولیکن هو ۹~ ویعنی هذا أنه لآي ء- من ”5 وأي حد أعلى 

نة 5 یکون ه- ک م که وس . ووفقا للمفترض 1.3 نستنتح أن T1 @aSasSs‏ 
..١‏ ها فإن » هو حد أسفل للفثة 8 يكون أكر من أي حد أسفل هذه الفئة 5 أي أن 
vil‏ 0 

.حس أهمية مسلمة أصخر حد أعلى في تلك الخاصية التق تجعل مفاهيم النهايات ممكنة» 
١ه‏ المناهيم التى يؤسس عليها حساب التفاضل والتكامل والتي تتضمن عدم وجود «ثقب» 
يا الأعداد القيقية. 

بدا كانت هناك نقطة ما على هذا الخط لا يناظرها أي عدد حقيقي » فإن فثة كل الأعداد 
٠ .‏ للنقط الواقعة على يسار الثقب لن يكون ها أصغر حد أعلى» على الرغم من أن هذه 
ءاد بمكن أن تكون حدودة بای عدد نقطته المناظرة واقعة على بين الثقب. واهتامنا 
٠‏ حليلى أكثر منه هندسى» لذا فإننا نستعرض قوة مسلمة أصغر حد أعلى باثبات نظريتين 
٠‏ ى وعميقتين في آن واحد؛ وتتعلق الأولى بفئة الأعداد الطبيعية ۸ من الواضح آنه لا 
٠.‏ لعنصر من N‏ أن يكون حداً أعلى اء لأنه إذا كان د في ۸ فإن 1+ أيضا في .١‏ 
أنه ليس من الواضح - مع ذلك - عدم وجود عدد غير صحيح يمكن أن يكون حدا أعلى 
N‏ ولاتبات ذلك نستعين بمسلمة أصغر حد أعلى . 


هدا إنما يعكس الاتجاه المركزي للرياضيات . فليس المحدف تراكم محموعة من المقولات أو المسلمات المضترض 
اسحتها وإغا الهدف توضيح أن صححة بعض هذه المقولات تنتح من صحة بعضها الأخر. وبالتالي فالنظرية 
فصقل ھی ا ال حتوي ع a‏ اقل وتتب قيها بظر یات (مرهنات) أكر. 
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نظر ية 1.1: 
فة الأعداد الطيعية ١‏ ليست تحدودة من أعللى . 


الرهان: 

فرض أن للفثة × حد أعلى . عندثذ ووفقا لمسلمة أصغر حد أعلى جب أن يكون للفغة 
١‏ أصغر حد أعلى وليكن 8. وبذلك فلكل «١‏ من × يكون 8B‏ > ١ء‏ ولكن حيث إن 
1+ أيضاً يتتمي إلى N‏ بنتح أن م > 1+1 بالاستعانة با لمفترض 1.1 لكتابة التباينة 
الأخرة نحصل على 1- 58> ١"‏ لكل ١‏ من . ومن ثم فإن 1- م8 هوحد أعى 
آخر للفثة ل وهو أصغر من أصغر حد أعلى 8. ومن هذا التناقض نستنتح أن افتراضنا 
الأصلى كان غير صحيح . وبالتالي لا يكن أن يكون للفثة ١‏ حد أعلى . 


3 كثافة الأعداد القياسية 


تعلق النظرية الأحبرة في هذا الباب بخاصية الأعداد القياسية (المنطقة) (41١٠اهء)‏ التي 
تسمى بالكثافة. وسنرمز من الآن فصاعداأ للأعداد القياسية بالرمز @ أي أن 
n,m Integres ¢ mM > 0‏ “ { = © . وفئة الأعداد $ تسمی فته كثيفه (عکئمعل) ٤‏ 
R‏ إذا وجد لای عددین حقیفیسین ر > »× عنصر من ؟ قق التباينة ر>ك>× . وإدا 
تصورنا ذلك على المحور العددي فإن كثافة 5 تعني عدم وجود أية فترة لا محتوي على عنصر 
من 5. 


نظر ية 1.2: 


فغة الأعداد القياسية كثيفة في ۸ . 


الرهان : 
نفرض أن ,× أى عددين حقيقيين»ء وليكن ر>×. عندئذ فإن ×-ر>0 
ا ۶ ا 2 
ووفقا للنظر ية 1.1 لا يكون و حدا أعلل للفتة ,.١×‏ نختار عددا صحيحا مرحا " 
y7 %‏ ) 


1 ا . ۴ چ ن 
e — 0 0 2‏ إل ر ال 11 ذلك 
بحیٹ يرل <" ومن ئم »×> ٣‏ والان نفرض هو 
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: السحيح الموجب بحيث يكون 1> ×» ومن نم‎ ١ 


n —1i <S mx <n 


n 1 T 
E E ا‎ 
Ti fF mM 
نكتب (1) فى الصورة:‎ <y ~« اخحذ ف الاعتار أن‎ 
Tı 4 1 
چ ج . چ‎ 
X x + (y — x) = y 


لکل که من الفتارت التالية أصغر سا أعل ا أو دال ا عر ګیل وده من ا 


IHF HN Ew 
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1 
F۴ = ~~ REN 6‏ 
{(n- —:nEN}‏ 
7 بفرض أن 8 ,۸ فتتان جزئیتان غر خاليتين للفثة ۸ بحيث إنه إذا كان ۸ € 4 
bh € B‏ » قإل a <b‏ 
ئت أن 8B‏ طا > lub A‏ 


8- بفرض أن ۷2 عدد غر قياسى (۵1١هتاهءز)ء‏ أثمت أن فة الأعداد غر القياسية 
كثيفة في ۸ , 
تتعلق التمارين 9-13 بفهوم القيمة المطلقةء الى تعرّف بالاستعانة برموز هذا الباب كا 


ا 


waq ¢ aE R -—P 


9 آثبت أنه لکل ۾ من ۴ يكون 0<|ه|. 
0 ۔ آثبت آنه لكل 4٤ط‏ من ۸ يکون إطإ || = إط |a‏ 
1 ۔ اثبت أنه لکل ۲٥٤4‏ من ۸ یکون إط| + إھ| > ط + a‏ 
2 ۔ آثبت أنه لکل ٥٤۵‏ من ۸ یکون | - ھ] > | إط| = إم| | 
3 - استعن بالاستقراء الرياضي لإثبات أنه لأي 
a, ٤“ .....‏ من ۸ یکون 


a +a, +... +a | < |2| + || +... + | 


4 ۔ آثیت نظرية قطع دıد (Dedekind Cut theorem) Ji‏ : 
بفرض أن 8B‏ ,۸ فئان غر خالیتین بحیث یکون: 
ے3 
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.a<b ùli bEB «aggA jùlS laj, AUb=B 
عندئذ توجد «نقطة قطع» » بحيث إنه إذا كان‎ 


YEB “* XEA j) x<ce<y 
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2 


نهايات التناليات 


Sequence Limits 


2.1 ا مختالىات التقار ية 


دح تعريف الدالة على أا تجمع (أو فثة) من الأزواح المرتبة (ر ,×) بحيث لا يشترك 
في الأزواج بنطاق الدالة» وتسمى الفئة التي تحتل المكان الثاني في الأزواج المرتبة بمدى 
لمتتالية هي : دالة نطاقها فة جرئية عر منتهية من الفئة (... ,2,3 ,1) = N‏ والمتتالية 
مددية هی : متتالية يكون مداها فثة جزئية من )» وسنشر لكلتا الحالتين باسم: متتالیات 
(ەستایعات) . 
من الملائم في بعض الأحيان أن نفكر في المتنالية على ساس إن نطاقها فة 
;... ,1,2 ,0{ ۽ هله إلنظرة ۰ سسب احتلافا جوهریا ٤‏ النظرية» ویکون وأاضصحا من 
سباق الكلام بأن النطاق هر N‏ أو U N‏ (0{. 
إذا كانت 8S‏ متتالية و " في N‏ فمن المعتاد أن نكتب ٠,‏ للدلالة على صورة ١‏ تحت تأثير 
الدالة $ ند من التعبير الدالي («)5 » في هذه الخحالةء یسمی ,ء باد النوني (e۲۳ا )١٤‏ 
للمتتالية 8. 
تقول بأن المتتالية 8 عحدودة (4ع 0u‏ طا) بشرط أن يكون مدى 5S‏ فثة محدودة هدا يمائل 


35 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


فولنا أن هناك عددا 8 بحیث یکون 8> | ,| لكل ١‏ في .N‏ المتتالية إلثابتة هى المتتالية 
التي يتكون مداها من عدد واحد فقطء أي أن ٤‏ = ,$ لكل ١‏ في . التتالية تكون ثابتة 
اليل إذا كان هناك عدد ٤‏ وعدد صحيح N‏ حيث n > N‏ ود ال EC‏ 


تعر يقب 2.1 : 
بقال: بأن المتتالية s‏ تتقارتب )converge5(‏ إل العدد ا بش ط أنه إذا كان لاي نسدد 
حقيفي 0 < ع يوجد عدد ١×‏ حيث: 
۸< يۇدى إلى -L|<e‏ | 
ی هذه الحالة تسمى ء متتالية تقاربية ونكتب „lim sS = L‏ 


وی بعض الآحبان يکون من الالام أن توصف المتتالية بكتاية بعض حدودها الول کی 
ar‏ ۶ أن هذا e‏ ا من افؤضى؛ ت 
کلا واجھھا موصوفة عل الشكل التالي : 


es 1‏ ئ 
مشال ٠2.1‏ 


دا كانت ey,‏ ,1( ج و فإن : 


im 5 =2 
1I 
ا‎ 
' فان‎ s= {a, کک‎ a, LL, L, إدا كانت‎ 
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a 1f nı & N 
1 1f n > N 


ه. ٠‏ التالية تعتر حالة عامة للمتتالية ثابتة الذيل وتتقارب نحو 1. 


2.١ مان‎ 


سالية التواففية (harmonic)‏ 


{1c} 2 1 e} 


ب إلى العدد 0 وهو ما سنرهنه هنا بالتفصيل . لنفرض أن SS e > 0Û‏ 
1 

N> = ê ١ أعل للفتة‎ ah ~~ ا اون‎ 

ا 3 — 

2 يکون درا > ل ای ان 


دلي ٠‏ لمي 
س 


1 1 
))(-o| >‏ هذا ع أو 0= — 11 , 
E‏ 9 ی 5 HH,‏ 


مال 2.4 
اذا كانت ...0۰ء 0ء 1404 =ء فإن: 
nne‏ 3 3 ۴ : 

1 
1 - 2k ~1 
k 1 1 
ې‎ = 
1 
0 if n = Zk 


اأحذ )في .N‏ حيث کون dim, s, = Û‏ والذي يكن توضيحه ساحتسار 
N >‏ ومتأرعة الال 2.3 


i 
:2.5 مشال‎ 
(نعتہر هنا آن ۲ تنتمي للفقرة‎ Û <r <f سحیٹ‎ {rb التتالة المندسية‎ 
نلاحظ أولا أن 1 < س‎ . lim, r =0 للملاءمة) ول ۲ هذا سنرهن أن‎ ) ١ 
1 
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علد مو جیب :h‏ 


n (n — 1) 


(J = (1 +m)" = 1+ nh + ٣ 


h? + .... + hî > nh 


e 1 ۰‏ 
ادن _-ہ > ۲ وإذا اعطیت 0 < :ع فنختار 


Ch)‏ <" ثم نتابع كما في المثال 
2.3 


1 
(he)‏ 
الأمثلة من 2.6 إلى 2.8 أمثلة لتتاليات تباعدية (11ععإ0ive).‏ 
مثال 2.6: 
99 = ...112434 
مثشال 2.7: 
إذا كانت )14042404340٤...[‏ دى فإن. 
k if n = 2k —1‏ 
Û tf n = 2k‏ 
مثشال 2.8 ' 


إذا كانت )140414041٤...[‏ دي فان 


ى 


1( + 1 
لكي نوضح أن أياً من هذه التتاليات لا تحقق تعريف التقارب» نرهن أنه لکی تکون ای 
فيمة 1 نهاية فإن كل حدود المتتالية ما عدا عدد نهائى من هذه الحدود لا بد أن تكون بين 
1 ا ۳ 0 1 
۽ ا 7 L+‏ (طبقا للتعريف. وذلك باستع ال و ي ولکن 
ذلك لا ميحصل لتتالية أعداد صحيحة إلا إذا كانت متتالية ثابعة الذيل ما المتتاليات فى 
الأمثلة 2.6 2.7. 2.8 فهى ليست ثابتة الذيل . 
من غير الملائم أن نعتمد على التعريف لتحديد التقارب في كل مثالء» فى صالخحنا إذن أن 
38 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ | 


برهن على صحة النظريات الأساسية حول التقارب والتباعد للمتتاليات وكيفية امجاد اية 
مباشرة لاستنتاج أن المتتاليات الواردة في الأمثلة 2.6» 2.7 متباعدة. 


نظر ية 2.1 : 

إدا كانت ك متتالية تقاربية» فإن 5 عحدودة. 
الرهان: 

لنفترض آن 1 = رصنا » ثم نختار × حيث إن N‏ < مد يتضمن 1|>1- | 
وهذا يكاقء 1 + 1> ؟ > 1 - 1 . ومن ذلك نجد أن 1 + ls | < |L|‏ عندما 
[.۰ 2 + اء |1 + ا ) . لتفرض أن 8 هو الرقم المعطى كالآي. 


B = max {|s | ¢|s.| <... sl IU + 1} 


من ذلك نرى أن 8 كبيرة على الأقل مثل كل حد من الحدود N‏ الأول ل ()» وقي الوقت 
نفسه تشكل الحد الأعلى للفشة ٠٠...‏ ر5٤‏ ررء) . هذا السب فإن 8> |ء 


لکل ۸. 

بالرغم من أهمية النظرية التالية في نظرية التقارب والتباعد» فإن معظم الناس ما عدا 
علماء الرياضيات يتخذها كمسلمةء هذه النظرية تضمن لا أنه ليس للمتتالية التقاربية أكثر 
من غهايه وإأحدة. 
نظر ية 2.2 : 

إدا كانت ك متتالية تقاربية» تنكول نأيتها وحيدة. 
الرهان: 

لنفرض أن 1= 8 |٦‏ وأن 1 لا تساوي 1. لا بد أن نرهن عل أن ء لا 


ا LM ê a‏ 
تتقارب إلى ×. لنفرض أن E‏ سد ع > أي آن ع تساوي منتصف المسافة بين 
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.M,1‏ بeا‏ أن [in =1L‏ يوجد N‏ حيث ×< يؤدى إلى أن 
L—e<s <L+e‏ . وإذا كانت ؛ في الفترة المفتوحة )€ + (L—e¢lL‏ 
تكون في الفترة الغتوحة (ع + (M ~e ¢ M‏ إذ أن لا تقاطع بين هاتين الفترتين 

.%M ذا السب فإن ء لا تتقارب إلى‎ . ١ < N کل كانت‎ ls - mj «e 


في بعض الأحيان نريد أن نتحقق من تقارب متتالية معقدة التركيب وذلك بقارنتها تباينيا 
مع متتالية أخرى معروفة. في هذه الحالة نستنتح تقارب المتتالية المعقدة من المتتالية المعروفة. 


E ONE 


(n + 1)‏ ا 1 ا n‏ 
(n 1 3)‏ عل کم . ادل 
فمن المغروضص أن نستنتج أن 0= s‏ ”نا أيضا. هذه الحالة ۔ وهی حشر (squeezing)‏ 

ا لحد ره بين حد متتالية متقاربة ونايتها - تشكل جوهر النتيجة التالية . 


lim 2 =0 E وما‎ 8 >2 


مغترضص 2.1: 


دا کانت ءا متتالیتین بحیث ا = )ا ,ا ولکل «یکرن )> ۶> ا قفاإن 


lim S$ = [L 
1 1# 


الرهاب : 
تؤدي التباينات 1> وء>ا1ا إل أن t -L|‏ ك إا 7 | . نتحقق من ذلك 


ونكمل البرهان في التمرين 2.1.12. 


الا ی ر ما2 اال لغار عدما ل کون اذا معلمات کا 
لإمجاد النهاية بالضبط . 


مفتر ص 2.2 : 
إدا كان عا = مء ,"!! ولكل ” تكون ,ءي الفترة [طا ٤‏ ه] فأإن ا تكون ف الفترة 
ja ¢“ Db)‏ ا 
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tucara "a: Seka geh 1 PIF 


شال ا 


أ اص 


ف سے ' [ .2 
ا 


اير 


ع إدن التاينة ع > |1 5 ,5 تؤدي إلى : 


s >L-e=L- (L-b)=b. 


.2.1-13 ه]. بقية الرهان مطلوبة في التمرين‎ ٠۲[ فض أن ,5 في الفترة‎ ٠٠ 


حا متتالية فى التمارين من 1 إلى 11 عين ما إذا كانت المتتالية تقاربية أو غير تقاربية 
و .م اا ج 


“ 


.× تعنی أکر عدد صحیح لا پتعدی‎ |×| ٠ 


1 
ڪړ ١‏ لو 


| i+ 
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۸| تعن کا في التمرين 4 


odd (فردی)‎ 


(روجي ) ۷۶2۸ع 


15 


1% 
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3 
أ 
ر 
| 
ا 
ا 
- 


cosn 
سے‎ 
n 
1 
بح‎ if 
n 
ج‎ = 
1 
0 if 
www.afr1qa-sat.com 


(12) 
)13( 


(14) 


)14( 


(16) 


2 


— if n وإ‎ 04d (فردی)‎ 


n 
> 
1 || 0 ¡8 ۴۷87 (زوجي)‎ 
1 
~ 1 1 (فردی) ل0 5ا‎ 
Ss 1 
a if n (زوجی ) €۷€ ک1‎ 
1 1 1 1 1 
a TEC ECS SE 
=) 4 oe ee ا‎ .( 


1 1 ۴ 1 
s = 0140 “104 چ‎ 10 1 


3 1 
أكمل برهان الفرض 2.2. 
أعط مثالا يوضح أن تقوية الفرض في المفترض 2.2 بأن ,في (ط,4) لا تضمن 
أن ا يكون في (ط ,ة). 
برهن أن لكل عدد حقيقى ]1 توجد متتالية 4 من الأعداد الاس جت 
(٭) ا = ري ,«نا. (ارشاد: انظر النطرية 1.2). 


1= ,ك ,"1ا. (ارشاد: انظر التمرين (1.3.8). 


Algebraic Combination of sequences  تٽlıliinl التركات اىر‎ 


سبيل الثالء إذا كانت ء٠٠‏ متتاليتين» نستطيع أن نكون جمعهم)| وهو ۲ + ء٠‏ والذي 
يكول متتالية حدها انو (n-th ter)‏ هو 1+ رك . وبالمتل الفرف ) - ء» الضرب اى 
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ا ا 


ف ك نر کات ادود النونية الناظرة لكل من 5 واً. من المغيد أن نعلم أنه 


منتدی افریقیا سات 


ت ه تقاربية وكذلك † تقاربية فإن التركيبات الحبرية هى أيضا تكون متتاليات تقاربية . 
ود شيو ا النظريتين التاليتس . 
a‏ سل صأاعة هذه النتائج رهن ناث نظر يات مسا تید اهل عملية ترهال 


۰ المتحالية الى تتقارب إلى الصفر بالتتالية التافهمة (اةا۷أ٣؟).‏ وتستخدم 
عد اخحرثية من حموعه التتالىات التقاربية لوصف وقييز التفارب إلى نباية احتيارية ]اء 
١ء٠‏ هى فحوى النظرية المساعدة الأول . 
عفر به مساعدة (قصصع]) 2.1 : 

ETE EET IEEE‏ عا فlإù Im S8 = 1L‏ عندما وفقط عندما يكکون 

lim (ss =1) 1 
NL 

المتاسشة ls, - Lj <e‏ مائثلة للمتياينة l(s, = L) - 0| < e‏ 1 ادا من تعريف 
لار لب مباشرة یسم التأكد من الرهان. 
بغر به مسساعدة 2.2 : 

3 كانت ك متتالية حدودة وا متتالية تافهةء فإن اء تكون متتالية تافهة . 
الہ ھان : 

غرض أن 0< ٠‏ وأن 8 > إرء| لكل ١‏ ني ۸. نختار « بحيث N‏ < « تؤدي الى 


a 1< N من ذلك‎ . l< 


ہے 


S$ 


iF Fi 


3 
f1 8 


شذا السب فإن 20 ,ك ,1۳. 
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األظر ية المساعدة 2.3: 


إذا كانت ۲ متتالية تقاربية ونهايتها ليست صفرا وأيضاً لكل ١‏ ئي ٤۸‏ 20 را فإن - 


نكون متتالية محدودة. 

الرهان: 

للفرض أن #±0 lim { = M‏ و اون ۸ < ١‏ تتضمن أن ,]۲ بين 
3M YÎ‏ : 2 1 
و . ادل Rh‏ ل کک >| أو lC‏ 
نعختار : 

١ے |٤...‏ | دمه فيكو واضحا ا 

B = max ۲ ES‏ > فيكون واضحاأن لكل «يكون 
8| 1| 

1 


بعد تسلحنا بهذه النظريات المساعدة نكون قد تجهزنا لبرهنة أن محموعة التتاليات التقارية 
مج ای رای رالفرب وال (في حالة القسمة لا بد من زيادة الافتراض 
حول 1 حت نتفادی الصفر ني القام -- ( 
نطر ية 2.3: 


لنفرض أن كلا من {és‏ متتالية تقاريية وأن > عذد؛ فإن کلا من ç  [‏ و S~—t‏ 
و ٤5‏ متتالية تقارية. ا دا کأنت ùi dim t = M gy lim,s, 2E‏ 


1 TF 


lim, (s, + t,) = L + M 


وكذلك 
lim, cs, = cL‏ 
العرهان : 
لتفرض أن [<ء . نختار,۸ و N,‏ بحيث أن ×<" تتضم. 
ls -u|< 2‏ كذلك N‏ ر ۰ و 
٤‏ و ×<« يؤدي إلى < >|« - )| . الآن نرف 
N = max {N,, N‏ . lذن‏ ۸ < ” يؤدى إلى كلتا الحالتن n>N 9 nZ2N,‏ 
ب ۰ : 1 

وما معا يؤديان أ : 
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ls, +t) — (L + M)| = js, = D * ( = M)| 


f 


ls, > LÎ + [t, ~ MI 


f £ 
2 2 


lim, (sS, +1) = L1 ± 5M هذا السب فإن‎ 


لرهنة 1= «lim cs‏ نا حل اول ا إدا كان 0 => فإن النتيحة تافهة 


+ 


(لفااإ))؛ لأن ءء تكافىء الصفر. لنفرض أن 0*#ء و 0< :. نختاأار N.‏ بحيث إن 
۸<„ يژؤدی إل سگ > |1 - | . الآن كلا كانت ×<" يكون لدينا: 


lc| 


7 
lcs -cL| = |e js -L| < fe ع ست س‎ 
11 1 


c| 


مد! السس فإن = cs‏ صاا. 


نظر ية 2.4 : 
نفرض أن كلا من ء,) متتالية تقاربيةء لنقل أن ا = رك 0نا و 6M‏ = ) ,اى 
فإك ا مك متتالية تقاربية و %1 = رارك ,”1ا . بالإضافة إلى ذلك إدا كانت )لا تساوى 0 
$ 
۾ MO‏ فال متتالية متقاربة و 


It 


li . 
mı سسس ڪ‎ 
im, 0 


st — LM = (st — Ms ) + (Ms — LM) 


Û TÈ 


=s (t ~M) + M(s, — Û). 
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بواسطة النظرية 2.1 Ss‏ لوده وبواسطة النظرية الساعدة 2.1 فال 
lim, (tf — M) =0‏ 


ادن بو أسطة النظرية ألمساعدة 2.2 یکول 

lim, s (ft — M) =0‏ 
أيضاً بواسطة النظرية المساعدة 2.1 يكون 

lim (s ~— L) = 0‏ 
ومن النظرية 2.3 نجد 0 = (1 ¬ .li, M )s‏ وهکذا نکون وضحا أن 1M‏ ~ اك 
هو حاصل جم متتاليتن تافهتين. وإذن بواسطة النظرية 2.4 لMN]‏ - اء هي أيضا 
متتالية تافهة . هذا السب وباستع ال النظرية المساعدة 2.1 نجد أن 

lim, sS, = LM 


لرهنة أن 


S 
lim ا‎ 
4 


11 


a 
M 
يکفی ان نرهن أن‎ 


ا 
lim — E‏ 
1 
T1‏ 


لأننا نستطيم أن نستعمل الاستنتاج السابق لحاضل الضرب 
)- | )ئ( للحصول على الا ستنتاج المتعلى بناتم القسمة. باستعال النظرية المساعدة 
1 فان التأكيد 
u wk‏ 
lim. 1 TY‏ یکأی 1 

11 1 

lim, | 1 - (=0 

والذي هو نغسه 

٠ t ~M™M 

Mm yT 7° 
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E BOE OD OE NOOO OEE OPE NE O e EF LY OF E E o ا 2ه وه ا‎ 


1 
بواسملة النطرية اللساعدة 2.3 لوده ؛ ل متقأربة نيحو ايه عر صفريه› 
وباستعمال النظرية المساعدة 2.1 0= M(‏ - )) ,”نا إذن باستع)|ل النظرية 
السأعكدة 2.1 فان )1( تکون صب جيجه ویتم الرهان. 


غارين 2.2 
lL e ١ 2n + 3) f‏ ۰ 
)1( برهن أن (n+D‏ = 9 دعر کک متتألية تقاربية وذلكف باستخدام نتائج 
ھل! البلد وكتابه ,8 عل شکل : 
3 
( )+2 
1 
( )+1 
(2) برهن أن 


(n = 2n) ° 
2 1 
Gn +1) 


تكون متتالية تقاربية باستعال الطريقة نفسها التى استعملت في التمرين 1. 
(3) في الحزء المتعلق بحاصل القسمة فى النظرية 2.4 افترضنا أن 
(أ) 0< ٤‏ لكل ۸ و (ب) 0 ا lim‏ 
وضح ضر ورة الفترضن بإعطاء مثال» ومعنى ذلك أن ر( أ ) لا يؤدي إلى ب. 
(4) وضح بإعطاء مثال على أن جمع أو فرق متتاليتين متباعدتين يمكن أن يكون متتالية 
متقاربه . 
(5) برهن على أنه إذا كان الجمع ۲+ ء والفرق ۲- ؛ء لتتاليتين يكون متتاليتين 


متقاربتین » فإں s‏ و] متقاربتان . 


(6) برهن بالاستقراء الرياضي على امكانية استعمال النظرية 2.3 في جمع عدد نهائي من 
المتتاليات التقاربيةء إذا كان: 
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k 
lim, A sO = 2 LL. 
j | 


أ = 


(7) برهن بالاستقراء الرياضى على امكانية استعم ال النظرية 2.3 في ضرب عدد نهائي من 
الختالات التقاريرةء ادا کان : 


lim s%=lL. ¢ i=12,¢....¢k 


E 


1) 2 kK) — 
im, (sh $ e s( = Lol, 


(8) لتفرض أن ء معطاة بالصيعة التالية : 


عندما ۶40 a‏ ؛ b۶0‏ والمقام لا یون صفرأ في كل حالات .١‏ برهن على 
أن : 


Infinite limits lîl الہایات‎ 3 


هناك سالات تکول فيها التتالية غر محدودة ولكن سلوکها منتظم عأ فه الكقاية حى 
یو صف بشبه الہایة ٤إصاا-0لںعوم‏ . هذا المفهوم اليد هو موضوع هذا البند.. 


تعربف 2.2 
إذا كانت ء متاليةء فإن الحملة «ء توول إلى ما لا هابة». والقى يرمز ها 
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e‏ = ۶ ,نا » تعنی أنه إذا کان 8 أي عدد فإنه يوجد عدد × بحيث إن: 
×< د تؤدي إلى 8< إكا|. 
بالمغل فإن الحملة «ء تؤول إلى لانهاية سالبة»» ويرمز هما بالرمز 
im § = —‏ 
نعي أنه ذا کان '8 أي عدد. فإنه يوجد عدد ۸ بحيث أن : 
n< ×‏ يؤدي إلى 8> S$,‏ 
ومن المهم أن نؤكد أن مثل هذه المتتالية غير تقاربية وإذن فإن هذه الہايات غير النهائية لا 
تکون موضع استنتاح للنظريتين 2.1-2.4. من المهم أيضا أن نلاحظ أنه ليست كل متتالية 
عر شڪلد وده تؤول إلى ما لا نهاية . ادرس على سبیل الخال المتتالية 


.{...,1, 0, 2, 0,3, 0,1 


لنفرض أن ء متتالية حيث إن لكل 041 < › فإن * = رصنا إذا كان وإذا 
کان فقط 


الرهان : ۰ 


1 
# 2 * . ا چ م ا ن 7 ڪڪ B‏ 
دف رعس ال 5 lim,‏ وأن 0 <£ , استخدم التعر يف am‏ 


لااد عدد ١‏ بحيث إل: 


< تضمن س‎ د<Nل‎  )1( 
بواسطة النتيجة 1.2 فان هذا يكافىء:‎ 


وما آن (2) يؤدي إلى (1). فإن العكس يرهن بطريقة مشابهة. 
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غارین 7 


(1) 
(2) 


(7) 


(8) 


.lim (n ~ 5n + 1) = © برهن أن‎ 

برهن أن =( ۷۸ 7 - مہ)رصاا. 

„lim, (- n + sin n) = ~ © برهن أن‎ 

برهن أن »= وء سنا إذا کان وإذا كان فقط 0 - = (؟ج) ٣اا‏ 


برهن على آنه إذا کان کل من > متتالية تؤول إلى ما لا نهاية فإن † + ء توول إلى 


ما لانهاية. 
برهن على آنه إذا كان كل من ١ء٤۲‏ متتالية تؤول إلى ما لا نهاية فإن 1ء تؤول 
إلى ما لا نهاية . 


وض بالمثال أنه من الممكن لتتاليتين أن تؤولا إلى ما لا نجاية ولكن ليس بالضرورة أن 
يؤول الفرق بيني إلى ما لا نهاية. 

وضح بالثال أنه من الممكن لنتاليتين أن تؤولا إلى ما لا نہاية ولكن ليس بالضرورة أن 
يؤول حاصل قسمتها إلى ما لا نهاية . 


Subsequences and limit points lll طقiو التتالیات ارتيه‎ 4 


اله ھی جمع من الأزواح المرتىة» فمن المكن وصح المتتالية على الصورة: 


1(1 <s) ¢ (2s) “....<(n sS) %....} 


إذدا كانت ) فة غير منتهية من هذا التجمع . فإن 1 تسمى متتالية جزئية من ؟. لاحظ أن 


ا هي نفسها متتالية؛ لأا دالة حيث نطافها فثة جزئية غير منتهية من .|N‏ ويتكون نطاق ا 
من كل ١‏ في الأزواح المرتبة الكونة للتجمع الحزئي الذي يشكل ۲. 


منتدی افریقیا سات 
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ك اعتىار هذه ادود ال ١‏ على نها متتالية تزايدية من الأعداد الصحيحة الموجبة» ولذا 
نتب عادة هذا الشکل ٤٥ ٤...‏ .....۔ ٤‏ پ٥٤‏ ر٥٤‏ ره . هذا السبب فإن الحد الأول 
٤‏ بحتب cS,‏ واسل الذي یکون ترتیبه × یکتب و5» وف الحالة إلعأمة: 


(= {s1 Sp €... S4 6... a ml 


ى بعض الأحيان يكون الأمر ملا عند كتابة الدليل الأسفل لدليل أسفل» وهمذا السبب 
فإننا نكتب > للدلالة على الحد الذي يكون ترتيبه » للمتتالية الحزثية من 5. إذا كانت 
صيغة 1 أو () ١‏ معروفة وبسيطة. فإننا نكتبها بمثابة الدليل السفلى . فعلى سبيل المثال: 


1s k=l} ئ{‎ e ل‎ 


والتي تسمی المتتالية الحزثية للحدود ذإت التصنيف الزوجي . وذلك مثل : 


Ee 
ر5(‎ 8 k1 (5; Cs, Sg f... 


لا بد أن نؤكد على أن حدود المتتالية الحزئية تبقى في الترتيب نفسه الموجودة فيه في المتتالية 
الأصلية. وهذا التأكيد متضمُن في واقع اختيار الرموز السفلية ... ,”:۳ في ترتيب 
تصاعدی . 


اا إا انت .اء فن 


ولکن 


مفترض 2.1 : 
إذا كانت ء متتالية محدودة فإن كل متتالية جزثية من ء5 تكون سحدودة. 
Ji‏ 
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الرهان: 

انظر التمرين 2.4.1. 
مفترص 2.2 : 

إذا كانت ء متتالية تقارب إلى 1ء فإن كل منتالية جزئية من ك تتقارب إلى 1 أيضأً. 
الرهان: 

أنظر التمرين 2.4.2. 


فيم بعد نقدم مفهوم نقطة الناية ١١مم‏ اأص ناء وهو مفهوم مرتبط بالتتاليات الحزئية 
ويشكل امتدادا لفكرة الہاية فى المتتاليات التقاربية . 


تعر بف 2.3: 
يسمى العدد ۸ نقطة ناية للمتتالية ك بشرط أن يكون ل ء متتالية جزئية تتقارت إلى ۸. 


بعض الكتأب يستخدمون مصطلح نقطة التعنقد ئpoin Cluster‏ ُو نققطة التراكم 
اpoin Accumulation‏ بدلا من نقطة النهاية . طمذا لا بد أن يكون القارىء حذرا بالفعل من 
اخلط بين نقطة النهاية للمتتالية ونهاية المتتالية. على سبيل المثال المتتالية : 


= 1٤ چ1‎ 16 e ( 


ها نقطى نہاية ما 40 1 لأن 


liri, ا‎ lim, El 


lim, S,, _, = lim, 1 = 1 


ولكن ء لا توجد ها نهايةء لأغبا تباعدية . 
هذا المثال يوحي لنا بالنتائج العامة التالية : 
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مفرص 2.6 : 

اذا كانت ك متتالية تقأربية فإن ء ضما نقطة نهاية وأحدة فقط . 
الرهان: 

أنظر التمرين 2.4.4 . 


يعطينا المفترض 2.6 طريقة ملإئمة لإثبات أن المتتالية غبر تباعدية» وبالتحديد لأإظهار 
ربرهان إمكانية وجود متتالیتين جريئتين تقاربيتين داتا ايتن غير متساويتين . 


ارين 2.4 


(2) برهن المفترض 2.5. (إرشاد: با أن الأدلة السفلية ١»‏ للمتتالية الحزئية لبم5) مرتية 
تصاعدياًء فإننا نستنتح من ذلك أن: 


.)k=1424..( لکل‎ n <k 
2 ٣ 
. اط مالا لمتتالية غر محدودة ذات متتالية جزثية تقاربية‎ )3( 
.2.5 برهن الفترضص‎ )4( 


في التمرينات من 5 إلى 8 أوجد حيع نقط الہاية للمتتالية ؟. 


(-1) n +1 
E )5( 
1 
1 11 3 
5= 0414047 10 چ‎ e 1 ( (6) 
s= {041040160404041 ..... 0) 
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AN + | 5 


(~13 ifl  nz»#k 
عندما وفقط عندما يتحفق الش ط:‎ sS E برهن عدم وحود نقطة نہاية‎ (9) 


lim sS |= ت‎ 
1t i1 


Monotonic sequences öةدرطغئll المتتاليات‎ 55 


في مناقشتنا للمتتالية الحزئية لاأحظنا أن الدليل السفلى ١‏ «تزايدي». 


نفترض أن القارىء على اطلاع بالدوال التزايدية والتناقصية وسنطبق هذه المعلومات 
على التتاليات . 


تعر بف 2.4: 

تكون المتتالية ك تزايدية (أو تناقصية) بشرط أن يكون ,, 
لکل «. بالئل فإن ‏ تكون غير تتاقصية (أو غير تزایدية) بشرط آن یکون > ,» أو 

5 = ,) لکل 1. 

إذا حققت ء أي شر ط من هذه الشر وط الأريعة فإ ك تسمى متتالية مطردة؛ EER‏ 
االات لمظردة منتطم ۽ فيز! یکول من السهل محر فه ودد تقار أ . شه ا حققة تظهر ف 
النظرية التالية والتى تعتر نتيجة أساسية (انظر التمرين 2.5.12). 


: (S5, ج‎ e او‎ . > i 


نظر ية 2.5: (نظرية المتتالية المطردة) 
E CBT TE ENNIS‏ 
الرهان: 
نلاحظ أولا أن التضمين في أحد الاتجاهين قد برهن سابقاً فى النظرية 2.1 وهو إذا 
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كانت ء غير محدودة فإنها تكون تباعدية . لبرهنة التضمين العكسى» ندرس أولا الحالة الى 
تنكون فيها ء غر تناقصية ومحدودة من أعلى (لاحظ أن هذه الحالة تتضمن المتتاليات 
الترايدية) . وأيضاً ليس من الضروري أن نشترط أن تكون التتالية غير التناقصية مدودة من 
أسفل» لأن حدها الأول لا بد أن يكون حدا أسفل). وباستعمال مسلمة 18ء يوجد 
أصغر حد أعلى لنطاق ء ولنقل 

8 = lub {s :n EN} 


لي عدد موجب ع فإن e‏ - 8 لا يكون حداأ أعلى للمتتالية 5. هذا السب يوجد N‏ 
بحيیث إن ع - 8 < ك . وبما أن ء غر تناقصية و 8 حد أعلى للمتتالية ء فإن n> N‏ 
B-~e<s, Ss S8B<pB+te‏ 

هذا السبب فإن × ١<‏ تؤدي إلى :> إ6 - إك| ومنها 
„lim, s, = 8‏ 
الأسلوب نفسه نستطيع أن نبرهن على أنه إذا كانت ء غير تزايدية وحدودة من أسقل فإن: 


lim, sS, = glb 1s :nEN}‏ وهذا يهى الرهان. 


ي الواقع إننا أثبتنا أكثر ما تنص عليه النظرية 2.5 فى البرهان السابق . فلقد أثبتنا أنه إذا 
كانت ء غر تناقصية ومحدودة من أسفل فإن ء تقترب إلى أصغر حد أعلى من نطاقها. من 
افيد فى بعض الأحيان أن نستعمل نظرية التتاليات المطردة في هذا الشكل حتى نحصل 
بالضبط على قيمة نهاية التتالية 8 . 


تماریسن 2.5 
(1) أوجد متتالية جزئية مطردة للمتتالية : 


(n+ 


(2) أوجد متتالية جزئية تزايدية للمتتالية : 
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(3) أوجد متتالية جزئية غير تزايدية للمتتالية : 
3 ,0,1,0,2,0,3,0{ =6 
(4) في برهان النظرية 2.5. أعط التفاصيل لإثبات الحالة التى تكون فيها التتالية غر 
تزايدية ومحدودة من أسفل . 


فى التارين من 5 إلى 7ء برهن على أن ء مطردة. 


n +1 65) 
11 

.۲0 غندمایکون‎ s =٣ (6( 
7 

)7( که کے 


(8) برهن: إدا كان كل من ا1,ء متتالية غر تناقصية فإن +٤‏ ء غر تناقصية. 

(9) أعط مالا لتتاليتين ا بحيث يكون الحمع متتالية o‏ 

(10) برهن: إدا كانت ك متتالية غر عحدودة فإن للمتتالية ك متتالية حرزئية مر دة . 

(11) برهن : إذا كانت ء متتالية مطردة للأعداد الموجبة» فإن تشک اغا متتألےة 
مطردة . 

(12) أثبت أن نظطرية التتاليات المطردة تؤدي إلى (تتضمن) مسلمة أصغر حد أعلى . 


ES ٤ (Dedekind cut theorem) دiSدaد برهن عل آن نظرية قطع‎ )13( 


56 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


كال الأعداد الحفيقية 


(Completeness of the Real Numbers) 


1 نظرية بولتزانو - فرشتراس 


نبحث في هذا الباب بعض المفاهيم والنتائح المتعلقة مباشرة بمسلمة أصغر حد أعلى 
(10۲). في الواقع أن أبرز نظريات هذا الباب تتكون من أربع مقولات تكافء مسلمة 
أصغر حد أعلى في ۸ أي أن أية مقولة من هذه المقولات الأربع يكن اعتبارها كمسلمة. 
حيث تستنتح المقولات الشلاث الأخرى منها. وقد قابلنا بالفعل نتيجتين ممائلتين هما 
بالتحديد: نظرية قطع ديدكند (تمرين 1.3.14)» ونظرية المتتالية (التتابعة) المطردة (نظرية 
5. وقد آکدنا فی تمرينی 2.5.12 و 2.5.13 أن كلا من هاتين التظريتين تؤدي إلى مسلمة 
أصغر حد أعلى (تتضمنها) . وعند تطوير أساس منظومة الأعداد الحقيقية يكون من الهم 
للغاية أن نثبت تكافؤ هذه الخواص المختلفة . غير أن هدفنا هو استنتاج نظريات النهايات 
والتقارب في ۸» ولذا جب علينا أن نقتصر فى هذا الباب فقط على اثبات أن مسلمة أصغر 
حد أعلى تتضمن الخواص الحديدة. 

وتتعلق النظرية الأولى من نظريات الكمال الأربع هذا الفصل بالمتتاليات المحدودة. ويجدر 
بنا أن نؤكد الملاحظة التالية : يكون للمتتاليات المحدودة عدد غير نهائى من الحدود في فترة 
منتهية (عانصا؟)ء ولذا فان ادود م أن تتعنقد (۲عایں!ا›) ف مان ما مما يعني أن هناك 
نقطة نهاية أو متتالية جزئية تقاربيةء ويمكن أن نبت ذلك بسهولة بعد أن نثبت النظرية 
الساعدة التالية: 
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نظر ية مساعدة (۳2صe])‏ 3.1: 
لكل متتالية توجد متتالية جزئية مطردة. 
الرهان: 
نقدم أو ل مقهوم جمع المتتاليات الحزئية الذيلية من المتتالْي («tail end» subsequences)‏ 


۶S‏ 5 يٹ" 


ورک جي 
{s, o ...‏ ج و ل ا 5 . 9 

وهناك حالتان جديرتان باليحث: الأول : نفرض أن بعض 5$ ليس ماحد أك عندئذ 

نالي له أكر منه. وبذلك يكون للمتتالية ء متتالية جزئية متزايدة؛ لأن أية متتالية جزئية من ك 

هى أيضاً متتالية جزئية من ء. والآن نعتبر الحالة عندما يكون لكل ,8 حد أكر. بفرض أن 

ى 5 هو أكر حد للمتتالية ,5( = ء) . (عندما تكون القيمة الكبرى نفسها لأكثز من 

حل فإننا تختار Sk)‏ لیکون هو الخد الأول من بين هذه الحدود) . والأن نعتر 


e (° 2+k (1)?‏ )0( 5) ونفرض أن (2@ ۽ هو کر حد فيهاء وحيث إن 
5 متتالية جزئية من رك فإن حدها الأكر لا يكن أن يزيد عن الحد الأكر في ,ئ أي 

ان (م م ۶ رن 8 . وبعد ذلك نفرض أن )3( هو الحد الأكبر في ص 
م 2 ١ a‏ . وبالاستمرار على هذا المنوال يكنا دائ اخحتيار الخد التالي )1+ 8% 
الذي يکون هو الخد الأكر في (n)‏ په والذي يعطي )1+( (e) 2 Sk‏ 5. وهکلا 

بد لر ) هي متتالية جزئية لا تزايدية من . ومن هنا ففي كلتا الحالتين يكون 
للمتتالية ك متتالية حزئية مطردة. 

وقبل تطبيق هذه النظرية المساعدة على التتاليات المحدودة بجحب أن نلاحظ العمومية 
الشاملة لما نتتضميا. لغد أنبتنا أنه لأئ متتالية - محدودة أو غير E‏ 
هناك منتالية جزئية مطردة. ولذا فعلى الرغم من أن برهان النظرية المساعدة بحتوي على بناء 
مطول فقد حصلا في المقابل على الكشر. 


نظرية 3.1: نظرية بولتزانو - فيرشتراس : 
إذا كانت ء متتالية حدودة عندثل يكون ها متتالية جزئية تقاربية. 
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الرهان:. 
وفقا للنظر ية الساعدة 3.1 بکون اة مال حزيه مطردة ]. و جس أن تکون )ا 
حدودة؛ لأن ء محدودةء وبذلك ووفقا لنظرية التتالية المطردة فإن † تقاربية. 


(Cauchy Sequences) متتالیات کوشی‎ 2 


یکمن هد فنا التالي ٤‏ استنتاج معیار دد تقارب المتتالية دول الرجوع إن القيمة الهائية 


تعر بف 3.1 : 
تسمى المتتالية ؛ متتالية كوشى إذا وجد لكل 0< :ع عددل بحيث إن: 
ls, -s|<s dd} ilıjı n>N < m>N‏ )1( 
وعادة يكتب السطر الأخحر (1) من التعريف في صورة موجزة كا يى : 


s — $ 


Ei E1 


<>: تضمن‎ m,n < N 


ومكن تصور ذلك بالقول أن حدي ء يقتربان كل إلى الآخر بأية درجة نريد. إن مقارنة ذلك 

تعريف التقارب الذي ينص على أن حدود ء تقترب بأية درجة نريد إلى عدد ما تمكننا 

من يرهان أن هذين المفهومين متكافان لتتاليات الأعداد الحقيقية. وعلينا فى البداية أن 
إذا كانت s‏ متتالية كوثى» فمن السهل رؤية أن: 


slim, (sS ,, <S) = Û 


nF j] 


ذلك أن العدد m‏ فی (1) يکن أن يکون 1+" ما يؤدي إلى 


|S, e e. E 
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طالا کان × ١<‏ . وبالشل یکن أن نستبدل ص ب 2+ہ أو ۸+3 » +k‏ لأي 
عدد صحیح موجب .K‏ وهذا یبین آنه إذا كانت ؛ هي متتالية كوشى و K‏ في N‏ فإن 
0=( 


lim, e 


امهم الانشاه أل أن هذه الخاصة الأخحرة ليست قوية بدرجة كأفية لنستنتح متها أن ك 
وسن ساد ل 8 کر 
جب أن تحقتى معيار كوشى الوارد فى التعريف 3.1. 


مغال 3.1 


1 1 3 4 
«0 a om سي 1[ ې‎ ¢... 


2 
2 ب 3 4 5 


3 2 
عندثذ لاي عدد صحيح K‏ يكون 0 = (؟ - ,,,5) ,اا غر أن ء ليست متتالية 
كوشى . (وتترك تفاصيل هذا المثال للقارىء فى التمرين 3.2.2). 

ثبت فيا يى حاصية لتتاليات كوشى يستعان بها في برهان النظرية التى ستليها. 
نظر ية مساعدة 3.2 : 

إذا كانت ء متتالية كوشى فإن ك متتالية محدودة . 


الرهان: 

فرض أن ء متتالية كوشى ونطبق التعريف 3.1 لحالة 1= . وبذلك يوجد ١‏ 
|١ -‏ . وحيث إن هذه التباينة تتحقق لكل 
×< ص يكنا استبدال n‏ ب N+1‏ والقول بان 1> إء- ,إو طالاأن 
n > N‏ > وهلا باق ء : 


بحیث أل 


×< تؤدي ف 1+ wl‏ 
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B = max 116|, .. 


ls 


7 


Sy * 1 


ومن الواضح أن 8 > || لأي 1. 


نظرية 3.2 معیار کوشی للتقارب (اختبار كوشي للتقارب) : 
تكون المحتتالية ء تفاربية عتدما وفقط عندما تكون متتالية کوشی . 
الرهان : 


نفرض فى البداية أن ك تقاربية » وليكن 1= ك نا » ونفرض أن 0< :ع 
يمكننا اخحتيار ١‏ بحيث إن ١< N.‏ يؤدي إلى 


2 > |ا - | . وهذا كالقول بأن N‏ <" يؤدي إلى 


> |1 - ,| . وهكذا يكون لدينا للقيم m,n < N‏ 


e‏ | ا 


ج | ا 


sy, = s5, = |, = 1| - ts, - إا‎ 
< E 


ولإثبات العكس» نفرض أن ء هي متتالية كوشي» وبذلك ووفقاً للنظرية المساعدة 3.2 
تكول ك محدودة. r‏ للنظرية 3.1 فان للمتتالية ء متتالية جزئيه متقاربة ولتکن 


lim S, q) =‏ . وإذا كان 0< :ء » نختار N‏ بحيث إن "× < ”,ص تؤدى إلى 


ls, = s,| <‏ . وحیث إن ]ا = ري 5 ,1۳ يمكننا اخحتيار حد ما من هذه التتالية 


ا لجزئية یکون له 


sa) L< > 9 k(D>N 


| يا 


. والأن فإن ×< 1 تؤدى إلى: 
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= [(S, — Sk ay) ^ (Sk o) 7 L)) 


> |۶, - ٩ اہ‎ lk o) LÎ 


= س اس > 


7 
mT. 

ومن ثم فإن ء تتقارب إلى 1. 

وإذا أمعنا النظر لرأينا مرة أخرى أننا أثبتنا أكثر ما تنص عليه النظرية صراحة. ففى اء 
الأول من البرهان استعنا فقط بتعريف التقارب ومتتالية كوشى» وبذلك فإن هذا التضمين لا 
يعتمد على مسلمة أصغر حد أعلى (8 لا 1) . ومن ثم فإنه حتى لمنظومة أعداد مثل 0 
التي - کا هو موضح في مشال 3.2 - لا تحقق مسلمة أصخر حد أعلىء أو النظر يتين 3.1 
5 تكون المتتالية التقاربية أيضا متتالية كوثى . أما التضمين العكسى فهو يرتبط ارتباطا 
E O EOT‏ نهذا التضمين يضمن لأية متتالية تحقق معيار كوش وجود 
فيمه نهائية تتقارب إليها. وتسمى المنظومة الي يتحقق ها هذا التضمين بالمنظومة الكاملة 
(eteاomp)‏ . ومن الأفضل توضيح ذلك على مثال منظومة غير كاملة. 


مثال 3.2: 
نعتر © فئة الأعداد القياسية. 
من رین 1.3.2 توجد متتالية ۲ في © تتقارب إل ۷2 وهو عدد لاینتمی إلى 0. a‏ 


للجزء الأول من نظرية 3.2 فإن ۲ متتالية كوشى . غر آنه لا توجد ناية في © تتقارب إليها 
. وبذلك فإن © غير كاملة (عاeاinco0omp)‏ . 


The Nested Intervals Theorem نظرية الفترات المتداخلة‎ 3 


ا ا ا ا ا 
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(a,b) = {rER:a<r<b} , 
[a,b) = {rER:asr<b}, 
(a, b] = {rER:a<rsb}, 
[a,b] = {rER:asrsb} . 


يسمى النوع الأول (ط ,ه) بالفترة المفتوحةء ويسمى النوع الرابع إا ,ة] بالفررة 
مغلقة آما الشوعان الآخحران فیسمی کل منہےأ بالفترة نصف التو حة أو بالفترة نصف 


المغلقة. 
متتالية الفترات_ ١‏ ,1) يكن وصفها بتتالية نقط نهابتيهاء لنقل مثلا:. 
|“ ]= 1 . وإذا كان لكل « 1© 1 فإن ,1) تسى متالية 


المترأات أتداإخحلة. ومن ¿ الواضح ٤‏ هذه إسلتالة أن : 


1 . 1 0 
ونحن مهتمون بالتقاطع 
1 


الذي يتكون من تلك الأعداد ۲ التي تقع في كل فترة من الفترات 1 ل 
التقاطع فئة خالية ومع ذلك فالفترات متداخلة (انظر تمرين 3.6.6). غر أن هذا لا يمن أن 
حدث إذا تكونت المتتالية من فترات مغلقة. وك| سنرى في برهان النظرية التالية يعتمد 
تأكيدنا هذا على مسلمة أصغر حد أعلى بواسطة نظرية المتتالية المطردة. 
نظرية 3.3 نظرية الفترات المتداخلة : 

إذا كانت ١‏ إ1) متتالية من الفترات المغلقة فإن 1,۶2 _(). 
الرهان : 

شرض أن ,1 هى الفترة [,ط ,ه] . ومن الواضح أن متتاليتي نقط النہايات مطردتان: 
1a‏ لا تناقصية و fb‏ لاأ تزايدية. وعلاوة على ذلك فلا رة kٍ, nı‏ 
يكون 0ط 5ه + لأنه إذا كان «> kK‏ قإن 
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a Sb,‏ کچ › وإدا کان k>”‏ فإن ۶ ,طا > ۾ وبدلك فإن 


(a 3 |‏ محدودة من أعلى بواسطة أي ,ط. ولذا ووفقا للنظرية 2.5 تكون 
(a‏ تقاربية . وكذلك ووفقا للمفترض 2.2 يكون: 
a = lim, a, < b|‏ ا ۸. ومن ثم فلکل ۸ يکون a Sa Sb‏ . آي آن » فی 
١ ]( _ 1,‏ ايبن أن التقاطم ليس فئة خالية (وبالطبع كان يمكننا أن نبين أن 
lim, Db,‏ موجودة فى : 
8 )0 ل بتحليل غائل » ولكن نقطة واحدة كافية) . 

في التمرين 3.4.6 يطلب منك أن تبين بمثال أن تضمين النظرية 3.3 لا يصلح مالم تكن 
الفترات معلفة 


3.4 نظر ية التغطة این ویيوريا ‏ 


سنعطي في النظرية التالية معيارا يعبر عن كمال 8 بالاستعانة بالفترات المفتوحة . إذا 
كانت ؛ فئة جزئية من ۸ وكان ع تجمعا من فترات مفتوحة فإن ع يسمى بالغطاء المغتوح 
cove1(‏ nمpه)‏ للفغة ء إذا كان كل عنصر في ء واقعا في عضو واحد على الأقل من ع. 
وبالرمرز النظرية للفئات 


ل sS Ç‏ ک فت داك اف العا «ع تغطي ء» ولن نقرض في مناقشتنا التالية 
فیودا على عدد الفترات في التجمع ع. وبذلك يكن أن یکون ل ع عدد كبر بلا حدود من 
الأعضاء ء أو حى عدد غير قابل للعددء ای بک آن کون للتجمع ع عدد كبر من الأعضاء 
لدرجة لا يكن معها وضع هذه الأعضاء ي تناظر واحد - إلى _ و|=د (One-to-one‏ 
correspondance)‏ مح N‏ (انظر اللحق 86)., 


(#) هأين (١ا81)‏ هنريك إدوارد عام ألما (1841-1821), 
(#) بوریل (801۴1) فیلکس ادوارد جوستی امیا عا فرنسی (1956-1871) (الترجم). 
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لتغطية فئة معطاة . على سبيل المثال إذا كان للفئة ء عدد دود من العناصرء فاا حتاج في 
تغطيتها للعدد المحدود نفسه من الفترات على الأكث. وكمثال أقل بساطة: نأخذ الرضعية 
التالية: 


مثاأال 3.3 


نفرض أن ء هى الفترة (0,1]. وأن ع تتكون من الفترات 


شڪل )3.1( 


ومن الواضح أن ع يشكل غطاء مفتوحاً للفئة ١ء‏ ولكن ع تغطى ء بلا فعالية. ذلك ان 
عدداً حدودا فقط من أعضاء ع يلزم لتغطية : 
1 1 
ا 
sc) 2 e2 (ue‏ 
إن الفترتين اللتين تغطيان ء لي مثال 3.3 تسميان بالغطاء الحزئى المنتهى (أو النہائی) 
(٤اطاگ)‏ من ع . وخحاصية قابلية تغعطية 5 بخطاء جزئي منتهي (ائي) هي موضوع النتشحة 
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نظرية 3.4 نظرية التغطية اين وبوريل: 

إذا كانت [ فترة مغلقة. وع غطاء مفتوحأ للفترة [ فإنه يوجد تجمع جزئي منتهر من ۾ 
يغطى [. 
الرهان : 

نفرض أن تأكيد النظرية غر صحيح . ونفرض أن 3 هي الفترة | عة «[a, bj‏ وان ع 
غطاءٌ مفتوحا للفترة ‏ لا يكن أن يؤول إلى غطاء جزئي منتهى . نعتبر الفترتين الجزئيتين 


(a + b) (a + b) 
N E. 


رواحدی هاتین الفترتین الحزئیتین على الأقل لا کن أن تغطی بعدد نہائی من أعضاء ع؛ لأنه 
إذا أمكن تغطية الفترتين فإنه يكن توحيد الخطائين الجزئيين النهائيين في غطاء جزئي نهائي 
(آو منتھی) للفترة „fa, bi‏ 
نفرض أن ,3 هي احدى هاتين الفترتين الجحزئيتين بحيث لا يكن تغطية ,3 بأي تجمع 
جزئي ناڻي من ۾» ونقسم ,3 إل فترتين جزئيتين متساويتي الطول 
(b — 4)‏ 
4 
ركا سبق فإن احدى هاتين الفترتين الجرئيتين على الأقل لا يمكن أن تغطى بأي تجمع جزئي 
هائي من ع» ولتکن هذه الفترة الجزئية هي رل. وبالاستمرار في تنصيف الفترات الحزئية 
هذه الطريقة : فإن ,ق تقسم إلى فترتين جزئيتين طول كل من 
(b ~ a)‏ 
ا ا و 
2 
وعلى الأقل فاحداما لا يكن أن تغطى بأي تجمع جزئي نائي من ع. ولتكن هذه الفرة 
ا لحزئية هي ر ل. 


+1 


والبناء السابق لا ينتهى. بالتالي يؤدي إلى متتالية متداخلة من الفترات المغلققة 
[,[) . ومن نظرية 3.3 يوجد العدد م في كل , ولكن م أيضاً في [ ولذا فإن س لا 
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بد أن يغطى بفترة ما 1 في ع» وليكن (ك ,ء) = €1 س . وحيث إن 


(b — a) 
lim سے کے‎ 


EF 


0 


يوجد ذلك العدد N‏ الكبير بدرجة كافية بحيث يكون 


(b - a) 


H1 


< min {u ~ c, d — u} 


وبذلك فان طول ,ل اقل من البعد بين »ا وبين کل من نقطتي نايتي 1. وحيث ان ۾ في پٻ[ 
فنحن نؤكد أن ,3 بجحب أن يقع كلية في 1. ولاثبات ذلك نفرض آن ص عنصر اختياري من 


[. عندئد فان : 


b — 
P7” < |p - „| < ( <a 


ومنہا ينتج أن >d‏ مp.‏ ذلك فإن dك>ص<><¢‏ ما يعني أن م في 1. ومن تم فال 
J C1‏ حلال عملية البناء السابق تم اختيار 3 بحيث إنه لا يكن تخطيتها بواسطة أي 
تجمع جزئي نهائي من ع. ولكن كنا قد بينا أن ,3 مغطاة بفترة منفردة من ع. وكل من 
المقولتين المتناقضتين نتيجة صحيحة من الافتراض الأصلىء لذا نستنتج أن افتراضنا الأصل 
كان خاطئاً . وبالتالى فإن توكيد النظرية يجب أن يكون صحيحاً. وبذلك أتممنا البرهان. 

إن الرهان أعلاهء صعب على نحو لا يكن انكاره سواء من ناحية براعة منطقه أو تفاصيل 
بنائه . وف هذه المرحلة الدراسية يطلب من الطالب أن يثق بأن هذه النتيجة تستحق المجهود 
المبذول في برهانها. فک سنرى فى براهين لاحقة تكون نظرية هاين - بوريل أداة ذات قوة 
كبرة وتطبيقات واسعة . 

وكا فى حالة نظرية الفترات المتداخلةء فالفترة التي نحن بصددها في النظرية 3.4 بجب أن 
تكون مغلقة ومحدودة» وإلا فلن يكون ها خاصية هاين - بوريل للتغخطية» حيث نستعرضص 
ذلك في التمارين 3.4.9» 3.4.10 . 
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مارین 3.4 


آ1 


أثبت أن: المتتالية المحدودة ك تقاربية عندماء وفقط عندما يكون ل ء نقطة ناية واحدة 
بالضبط . (ارشاد: انظر المفترض 2.6). 
نفرض أن ك متتالية تحقق الخاصية التالرة : 
إا کان 0< kN‏ فإنه يوجد × بحیث إن ×< تۇدى إلى 

> ارک ¬ با 
ا ذلك لا يتضمن أن ؛ هي متتالية كوشى. وذلك بالأخذ في الاعتبار المثال المضاد 
التال : 


1 2 1 11 3 4 
ت کک‎ ~~ 4] 4 —— ¢ 
eg UPTO EES e .. 


أكتب صيغة ك _ اليل النوني لتتالية تمرين 2 السابق . 
نفرض أن '[0,1) = لا بین أن متتالية کوشی في لا لا تتقارب إلى نهاية فى لا. 
إذا كانت ء معطاة كا يى : 


۴ 


1 
— + 
3 


1 1 
Eg SS es 
n n 


هل ۽ هي متتالية کوشی؟ 
ين بمثال أنه إذا كانت الفترات غير مغلقة فإن متتالية الفترات المتداخحلة يمكن أن تكون 
دات تقاطع حال . 

1 
(ارشاد: [- ,0 = ,). 
هل من المحتمل لتتالية الفترات المفتوحة المتداخلة أن تكون ذات تقاطع غير خالي؟ 
وضح بمثال أن الفترات نصف المغلقة [» ٠‏ ,) لا تعوض الفترات المغلقة في نظرية 
الفترات المتداخحلة. أي أعط فئات متتالية 
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]a ٤(2] (2...‏ کون دات تقاطع حال . 
ا افرض أن [ هي الفترة (1 c(0,‏ عين غطاء مفتوحا ۾ بحيث لا يغطي أي تجمع 
جزڻي نهائي من ع الفترة [. 
افرض آن )0)»٥(‏ = ۶۴ وعين غطاء مفتوحا ع بحيث لا يعطي أي تجمع جزئي 
اني من ع الفرة ۶۴ . 
أ أ . افرض أن $ فئة اختيارية لا محدودة في ۸ وعين غطاء مفتوحا ع بحيث لا يغطي أي 
١ا‏ _ لنفترض أن ك متتالية تقاربية بحيث انه لكل ١‏ يكون 


3 S8 # L = lim sS 
HF I 


وان 8 يرمز إلى مدى ء أوجد غطاء مفتوحا ع من 8 بحيث لا يغطي أي تجمع جزئي 
من ع المدى 5. 
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الدوال المتصلة 


Continuous functions 


Continuity Jiصتîl‎ 4.1 


في الفصول السابقة كان اهتمامنا مركزا - في معظم الأحيان - على دوال نطاقها الفثة ؛ 
معنى آحر على المتتاليات . في التفاضل والتكامل تعاملنا مع دوال نطاقها فترات. أنصساف 
خطوط أو كل ۸|. نحن الآن مستعدون لعرض نظرية النهايات هذا النوع من الدوال. 
والمعلومات التى اكتسبناها من دراسة المتتاليات ستساعدنا مساعدة عظيمة في تقليل عبء 


العمل مع (ابسلن (delta lla _ epsilan‏ والذي سيوا جهنا ٤‏ معظم الأحيان. 

٤‏ المناقشة التالية ٤‏ دالة نطافها ومدأها فئتان جزئيتان من ۸ . الحملة «العدد ۾ يكون 
داخحل نطاف ]» معناها توجد فترة مفتوحة (5 + (a ~ Š a‏ حتواة بالکامل فی نطاق ؟. 
وهذا يضمن أن ٤‏ تكون معرفة عندما يكون × قريباً جدا من ه وهذا يؤدي إلى أن ۾ نفسها 
ی نطاق . 
تعر يف 4.1 : 

لنفرض آن ] دالة عددية» نقول بأن ؟ متصلة عند ۾ بشرط أن يكون العدد ۾ داخل نطاق 
ا وان لکل عدد موجب ع يوجد عدد موجب 8 بحیٹ أن : 


|» - aj <s عندما یکون‎ ۴) - f(a)| < e 
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إدا كان لكل نقطة ۾ في الفئة 2 تكون ] متصلة عند a‏ فإننا نقول «؟ متصلة على 0». في 
حالة ما تكون ٤‏ متصلة عند أي عدد ۾ في نطاقهاء نقول ببساطة ان «؟ متصلة» . عندما 
تکون ٤‏ غر متصلة سواء عند ه أو على 0 فإشانقول ٤‏ منفصلة uous‏ تا”0عوال (غير 
متصلة) . 


يصف التعريف السابق ظاهرة معروفة لدى طلبة التفاضل والتكامل حول الدالة «الى 
تقترب إلى قيمتها المعطاة كلا اقتربت × من نقطة فى نطاقها». إن معظم الدوال الى 
واجهناها فى مبادىء التفاضل والتكامل كانت دوال متصلةء وهذه الدوال يون رسمها ف 
غاية البساطة. ۰ 


على الرغم من أن خاصية الاتصال (الاستمرارية) من الخواص البدمية التي يواجهها 
وذلك باستىال 8 - : لتحقيق الاتصال» في بعض الأمثلة. 


مثشال 4.1: 
إدا كانت ([ا+ حص =(»)؟ فإن ؟ متصلة على .)R‏ 
لنفرض أن ه أي عدد حقيقى وأن 0< ع. 
f(x) = f(a)| = [mx + b) - (ma + b)| = |m| |x = a|‏ 


إذا كان 0= ص فقد تم العمل؛ لأن :>0 = إ(ه)؟ - ()۴] لكل .x»‏ 


إذا کان 0 ۶ ”۳ فنعرف | = 8. وحيث إن 8> |ه -×| فإن ذلك 
يؤدي إلى : 
ع 
ع = lf) - f(a)| = [ml |x ~ a| < |m| im‏ 
(انظر الشكل 4.1) . 
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fix) = mx + b 


شکل )4.1( 


مثال ٠4.2‏ 
إذا كانت ×= ()۴ فإن ٤‏ متصلة. نفترض أن 0< :ء وأن ه أي عدد حقيقي . 


f) چ‎ f(a) بی‎ |x ت‎ a = | + a| |× al 


£ ا‎ 
8= mn ]1 ٤) mm زع‎ 
min { TT دعر شا‎ 


هکذا نستنتج آنه عندما یکون 8> |هة- ×| يكون لدينا 1> |4ة- ×| وبالتالي 
فإن 1+ >a‏ ×> 1 - هھ . يودي هدا إلى: 


|x + a| < |x| + |a| < |a| + 1 + |a| = 1 + 2 |a| 


ت E‏ 
نضا ة8 ّ ژد | > إھ - ںا“ 
وأيضا - a‏ | بودي ل |x a) 0 a‏ 


وبالتالي عندما کون 8 < |x - a|‏ يکون لديا : 


E0 - £(a)| = |x + a| |x - a| < (1 + 2 [a.m ۾‎ 
1 + 2 a 
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(انظر الشكل 4.2( . ET‏ 


ع + ا 


ا 
۱ / ع ~ 4 


a —~ê û a+? 


شکل (4.2( 


4 


مفال 4.3: 
إذا كانت ×۷ = («») فإن؟متصلة على (ه»٤0).‏ 
لنفرض أن 0<ه وكذلك 0<ء . لندرس الآتي: 
lf - f(a)| = Vx — va |‏ 
vr -va || vx + va |‏ 


نعف ه۷ ء = 8 وبالتالي فإِلّ > |ه - »| تؤدي إلى 


1 
f) - t(a)| = [VX - Va |< e a) = 
.)4.3 (انظر الشكل‎ 
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fix) = Vx 


fia) + e 
7 


fia) — & 


شکل (4.3) 


من الواضح ان همده الأمثلة نحط واحد يتم دخشأية f(x) - f(a(|‏ عسل شکل 
عوامل» لنقل: إن إه - ×| |(0)ع| = |۴)١0 - ٤)۵(|‏ . ثم نختار 8 صغيرة جدا بحيث 
تكون (<×)ع عدودة لنقل: l0j < B‏ عند ما کون 5 < |x - a|‏ وفي الوقت 
شه نختار 8 أصغر من . بمذه الطريقة فإن 8 > إه - »| تؤدي إلى: 


leollx-al<B( $) =e 


على الرغم من أن هذا اجراء روتيني إلا أا طريقة جيدة لتفهم هذه الفكرة» وهي : «ع 
معطاةء اختار 8» . اذن يستحسن أن تراجع هذه الطريقة وذلك بالشغل على الدوال المشاة 
ي بعض التہارين . 


1 

+ 1 ت 0 

| - برهن أن ” =( متصلة عند 
1 
أن س > تصلة عند 1. 
o‏ برهن أن )2 - »6 f(x)‏ متصلة علد 
1 
ا برهن أن f(x) = Ea‏ متصلة عند 4. 
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1 
4- برهن أن ت = (»)] متصلة عند2. 
A‏ 
برهن أن كل دالة من الدوال الآتية متصلة. 


2ا 


_ 13 


14 


~15 


f(«) = x + x — 1 


(x)= x 


2 المعيار المتتالى للاتصال 
ا 


بعد التعرف على فكرة الهايات يسعى الدارس لاثبات بعض الخواص الأساسية» مش 
تلك الخواص التى تحتوما النظريات من 1 إلى 2.4 لنہايات المتتاليات. نستطيع أن برهن 
مل هله النتائج وذلك بعالحة عe¢‏ 8 کا في براهين الفصل الثاني» ولكن من الممكن 


1 


2 
X 
()ا‎ = 
ا‎ E 
x 
(x + 1( 
(= 
٣ 
f(x) = 
اك‎ 
f(x) = x +1 


The Sequential Criterion for continuity 
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تعادی الكشر من هذه التفصيلات بواسطة إتبات نظرية واحدة تسمح لنا باستخدام نظرية 
نابات المتتالية والتي درسناها سابقا. 
نظرية 4.2: المعيار المتتال للاتصال 

لنفرض أن f‏ دالة وأن ۾ عدد داخل نطاق ۴. عندها فإن الخاصيتين التاليتين متكافتتان : 
 '‏ ا متصلة عند 4. 
ب - إذا كانت ء متتالية فی نطاق ٤‏ بحيث إن ه = ,$ آنا » فإن 

.lim f(s) = f(a) 

الرهأن : 

لنفرض صحة (أ) ولنفرض أن 0< ء٠‏ ولتكن ء أي متتالية في نطاق ؟» تحقق 
< ,ك ,آنا. باستخدام (أ)» نختار 0 < 5 وبالتالي فإن: 

(1) |(ه)؟ - )۴| عندمايكون 38> إه- »ا‎ >٤ 


عاأن ۾ = ,5 "تا » فإننا نستطيع اختيار ۸ بحيث ١ < N‏ تؤدي إلى 


8> إه - ,ء| » وانطلاقاً من (1) يؤدي ذلك إلى ١ء‏ > |(ه)؟ - (.ي)۴|. 
هذا السبب فإن (ه)؟ = (رs)؟‏ ر”ذا وهذانكون قد برهنا على أن (أ) تؤدي إل 
(ب). 
يمکن برهان التضمسين العكسى بمحاورة غر مباشرة. اد نفترض أن (i)‏ عير صحيسح » 
ونوضح أن (ب) لا بد أن يكون غير صحيح وذلك ببناء متتالية s‏ بحيث إن 
٩‏ = ر8 ,”ا ولکن ٤)۵(‏ < (ہs)؟‏ رصا + وما آننا افترضتا أن ] غر متصلة عند ۾ 
وهدا يكون التعريف الضمني غير صحيح مها صخرت 5 التي نختار. إذن توجد 


1 
ا < *ع ف أنه لأء, 5 الوحة ولنقا إن س دة فان 
ص ر ی لوج ولنقل إن 1 إل 


. f0 f(a) <8٤” تؤدي إل‎ 5 lx . a < 
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إدن توجد قيمة للمتغير × ولنقل: ,= × بحيث إن 
> | - | ولکن: 
n‏ : 
f(s) — f(a) = e”‏ (2) 
باختيار هذه القيمة ل ,ء لكل ۸ في ١ء‏ نكون قد عرفنا متتالية ء حيث إن 
1 
ims = a‏ لان — > | - رک|). 
lim, f(s) # f(a) li‏ لأن ع < f(a)‏ - ))6 کل 1. 
هذا السبب وضعنا أنه إذا كان (أ) غير صحيح فإن (ب) غير صحيح أيضاً وهذا يكون 
الرهان قد اكتمل . 


بالرغم من أن استعم ال المعيار المتحالي للاتصال (من هنا فصاعدا )S CC‏ غیر ملائہ 
لإثبات اتصال دالة معينة إلا أنه أداة جيدة لتبيين انفصال دالة معطاة. ونوضح ذلك في 


: المثال التالى‎ 
44 مثال‎ 
: ادا كانت‎ 
1 tf x 4 Û 
(x) = 
NÎ 1f x == 0 


فإن ٤‏ منفصلة عند 0 (بغض النظر عن قيمة )×M‏ . نأخحذ 
س = وههذا فإن 0 = صا » ولكن» 

lim, f(s) = im, = ©‏ . 
هدا السب فإن ۴ لا محقق (نن) من (€ .)5S ٤‏ 


هذا ألغال يوحي ملاحطة عامة سن رهنها في بعد. 
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نتيحة 4.1 أ: 

إذا كانت الدالة ۴ متصلة عند هء فإنه توجد فترة مفتوحة 1 حتوي ۾ حيث تكون ٤‏ حدودة 
على 1. 
الرهأان : 

لنفرض أن المطلوب غير صحيح » ولنفرض أيضا أن ۾ ني نطاق ٤]‏ فإِن ۴ تكون غير 
حدودة على أية فترة مهتوحه حتوي 8. وهن ذلك فان کل ١‏ تکون ۴ غر حدودةعلی الفترة 
المفتوحة 


ما أن العدد ١‏ لا يكن أن يكون حداً أعلى ل |0| على 1ء فإننا نستطيع أن نختار رك 
ي ۾1» بحيث يکون 


f) )| > n‏ . وحدد هذا متتالية s5‏ بحيث يكون =a‏ ك صتا رلان 
> - ,|) » ولکن )٤6,(‏ 


لا تتقارتب؛ لأنها غير محدودة. هذا السبب فإن ٤]‏ لا تحقق (ب) من ٤ ٣‏ $ عند ه. لذا 
تكون منقصلة عند 4. 


نستخدم في المثال التالي ٤ ٣‏ 8 لبرهنة انفصال دالة محدودة. 
مثال 4.5: 


ادا كانت : 


فإن ۴ تكون دالة منفصلة عند 0 (بغخض النظر عن قيمة .)N‏ 
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1 1 


نختار ا و aS E‏ »> ويدلك يکون 
î Nr‏ 
ار“ + nr‏ 2| 
2 
lim s, = Û‏ ° 0اصا . ولکن لکل "١‏ 
.f(t,) = sin [2 nr + (3) =1 gy f(s) = sinnr =0‏ 


هداالىيب تكون 0< (,)؟ ,نا ينما 1= ())؟ ,”نا وماأن (۴0 لا 
تساوي قيمة كلتا الهايتين»› فإن احدى التتاليتين ء وا على الأقل تبین أن ؟ لا تحقق 
(ب) من ٤ ٤‏ 5. 


بدي ويترك کتمرین . (تمرین 4.2.8). 
نتيحه 4.1 ب: 

لفرض أن ٤‏ دالةء وأن ۾ عدد داخل نطاقها. إذا وحدّت متتاليتان ۲5S‏ كلجاهما 
بتقارب إلى العدد ۾ بحيث يكون: 
im,‏ ۶ (,s)؟‏ ,صا , فإن ٤‏ منفصلة عند 4. 

هذه النتيجة تسهل - بصورة خاصة - الحكم على ذلك الانفصال (رانس”نا١هءءاق)‏ من 
النوع الذى يعرف بانقفزة المحدودة. 
مٹےال ۰4.6 


لتکن | «دالة کر صحيح ) : f(x) = [x]‏ حيٹ |[×] = آکبر علد صحیح ٩‏ 
Tr‏ فإن ٤‏ تكون منفصلة عند كل عدد صحيح . 


¢ {f =n + لاذ‎ 


1 
k k 
k > 1 ولكن لكل‎ Um, 


f(t) = n ¢ f(s) = n ~1 


1 , = 1 ^~ 


تا 


َ 
k 


من دلك یکون | ٥زا‏ = ۾ 
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im [(fj=n * lim, [$ }=n 1 


وبالاأستناد إلى النتيجة 4.1 ب تكون | منفصلة عند 1. 
3 تركيبات الدوال المتصلة Combination of continuous functions‏ 


حان الوقت الآن لضم ٤ ٣‏ 8 مع نظرية الهاية للمتتاليات التي عرضت في الفصل 
الثاني . النتيجة ذات صلة بنہايات التركيبات الجبرية للدوال المتصلة . 


نظر ية 4.2 : 


ٳذا کان کل من الدالتين ع ٤,‏ متصلتين عند ۾ فإن الدوال ع f+‏ ع ع٠؟‏ 
3 
متصلة عند 3. علاوة على ذلك إذأ كانت 0 < (ة)ع ا متصلة عند ۵ . 


الرهان : 


لنفرض أن متتالية في نطاق كل من ۾ ٤,‏ بحيث يكون هھ = ,8 ,٣زا‏ . فاستناداً إلى 
S$ € €‏ یکون لدینا 


:2.3 ,صا . هكذا بواسطة النظرية‎ ع)s,(‎ = ع)a(‎ . اim,‎ f(s ( = f)a( 
Lim, [f(,) 8), ([ = f(a) 2 g(a) 
: 2.4 وبواسطة النظرية‎ 
lim, f(s,) g(s,) = f(a) g(a) 
ايضاء إذا كانت 0 * (ة)عء فبالاستناد إلى النظرية 2.4 نستنتح‎ 


(S8, f(a) 


lir کے‎ 
[5 


8(5) g(a) 
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ما أن ء متتالية عامة تتقارب إلى ه. فإننا نكون قد بينا أن الخاصية (ب) من € 8 قد 
تحققت لكل دالة من الدوال 
e He‏ = 

هذا السبب فإن كلا من هده الدوال متصلل عند .a‏ 

ني معال جتنا لخارج القسمة - علقنا على نقطة صغرة ولكنها ضرورية؛ لكي نبين أن 
الاصية وب من © 5 تتحقن في حال » من الشروري اعبار قط تلك التايات ي 
نطاق - التي تقترب من ه. هذا يعني أن لكل ۶0٠١‏ (,5)ع وهذا هو المطلؤوب 
لر الوارد في النظرية 2.4 والذي ت استخدات . الفرض بأن (×)ع غر صفرية لا 
يتعلق بالتركيبأات الحرية الثلاث الأخحرىء هذا السبب فإنه م يطرح إلا في ناية 
البرهان . وتضمن النتيجة التالية وجود متتالية ؟ بقيم دالية غير صفرية. 


نظر ية مساعدة 4.[1: 


إذا كانت الدالة ع متصلة عند هج و 0 < (ة)ع فإنه توجد فرة مفتوحة 1 محتوى على a‏ 
بحیٹ یکون 0 < (×)ع لکل × ی 1. 


العرهان: 


لنفترض عدم صحة الاستنتاج . معنى ذلك أن كل فترة مفتوحة تحتوي على ۾ لأ بد أن 
تحتوی عل عدد × حیث ex) Js Û‏ . وعلى وجه الخصرص لكل ١‏ فإن الفترة 
1 
ا + &@* — - (a‏ 
Il 11‏ 
حتوي عل بعض ٤,‏ حيث 50 (رء)ع . إذا كانت ع متصلة عند ۾ فإن ٤ ٣‏ 5 تؤدي 
إلى أن (ة)ع = (رء)ع رصنا ٠‏ ولكن تمرين 2.2.3 بتضمن أن 50 (a)ع‏ ضفذا 
السبب فإنه إذا كان الاستنتاج غير صحيح فإن الفرض لا يتحقق وهذا يثبت النظرية 
المسأعدة. 
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نظر ية 4.3 : 


ادا كانت الدالة f‏ متصلة عند ص >< (م)؟ (f(a) < e)‏ على التوالي» فانه توجد 
فرة مفتوحة 1 محوي ۾ بحيث يكون < (»)؟ (ء < (»)؟) » على التوالي لكل × في 1. 


الرهان: 

إذا حققت ٤‏ فروض النظريةء فإننا نضعم o‏ - (۴)۸ = (×)عٍ . إذن ع تحقق فروض 
النظطرية المساعدة 4.1. وبالتالى توجد فترة مفتوحة 1 تكون حلاها 
€ - ()؟ = (×)ع > 0 .آي أن eء<()٤؟‏ لكل × في 1. لرهنة الحالة الى تكون 
فها cء>‏ (ه)] . نطبق النظرية المساعدة 4.1 على الدالة ()؟ - ع = (ي)ط. 

في برهان النظرية 4.3ء افترضنا كا هو معروف أن الدالة الثابتة =٥‏ (×)ب متصلة 
(لقد تم اثبات ذلك في الخال 4.1 في حالة 0= ص) . لذا السب فإن النظرية 4.2 تؤكد 
أن التركيب » - ٤)»(‏ يكون دالة متصلة أيضاء وهذا الاتصال للدالة ١ء‏ - (»)؟ 
استعمل فى برهنة النظرية 4.3. 

نقدم مناقشة ختصرة عن الدوال التراكبية (#ااومم٢هء).‏ وقد عولج هذا الموضوع 
ي منهج مبادىء التفاضل والتكامل» وذكر باخحتصار لربطه بفكرة المتتاليات الجزئية في الفصل 
الثاني . بالرغم من ذلك من المفيذ مراجعة بعض الرموز والمصطلحات . إذا كانت كل من 
ع f,‏ دالة فان إلدالة التراكبية من ع مع ٤‏ ويرمز ها بالرمز ؟ ٥‏ ع تتكون من الأزواج المرتبة 
التاألية : 


gOf= (x, vy): (x, f(x)} E if and (fC), y۷} Ce 3 


ومن ذلك فان صورة (۴)۸ لا بد آن تکون في کل من مدی ؟ ونطاق ع. إذا كان (ر.×) في 
cE CÎ‏ فاننا نتب : 
o 9 (%0 = y = (g00)‏ ع( 
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مكن النظر إلى التراكب السابق كعملية ثنائية لدالتين دجتا معاً للحصول على دالة 
أخریى . في النظرية 4.2 واجهنا عملية ثنائية على دوال عددية أعطيت على شكل تركيسات 
جرية لدالتين. وفقا لتلك النظرية فإن نتيجة التراكب الجبري أظهرت خاصية الاتصال 
نفسها الت كانت للدالتين الأصليتين. هذه هى طبيعة النظرية القادمة» والتي توضح لا أن 
الاتصال يبقی محققاً تحت عملية تركي الدوال. إن برهان هذه النتيجة يتيح الاستخدام 
الاش نالعال مارا درن اال 00 


نظر ية 4.4 : 

إذا كانت الدالة ؟ متصلة عند ۾ والدالة ع متصلة عند (ه) فإن ۴ ٥‏ ع دالة متصلة عند 
.d‏ 
العرهان : 

لنفرض أن 0< .٠‏ با أن ع متصلة عند (ه)؟ء إذن يوجد عددموجب وهوة 
بحیث یکون : 


(1 .|z- (| >8 (2ع| عندما‎ - ع)٤)a((|‎ > ٤ 
: متصلة عند ۾ فانه يوجد عدد موجب وهو '8 بحیث إن‎ f ما أن‎ 
)2( (ء)۴| عندما 8> |ھ-م|.‎ - ؟)a(|‎ > 8 


إذن عندمايكون 8 > إه - ×| » فإن التضمين (2) يؤكد أن () تحقق الشرط 
اللطلوب ل ٤ z‏ (1)» ومن ذلك: 
|e(f()) - g(f(a))| < e‏ . 


إذن 8 > إه - ×| تؤدي إلى ١‏ > |(ه) ٥9‏ ع) - (م 9 |٥‏ » وهذا السب فإن 
۴ ع متصلة عند 4 . 


84 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


4 الاتصال من جانب واحد One-sided continuity‏ 


من التطبيقات المتكررة والمجدية للاتصال. تلك المتعلقة مهوم الاتصال إحادي الخحانب. 
إن تعريف الاتصال من جانب زاحد مشابه جدا لتعريف الاتصال العادي» ولكنه في هذه 
الحالة يركز على تلك النقاط في نطاق الدالة التي تقع على جانب واحد فقط من النقطة التي 
بؤكد عندها الاتصال. 


تعر بف 4.2: 

تكون الدالة f‏ متصلة من الحانب الأيسر (أو الأين) عند النقطة ۾ بشرط أن تكون الفترة 
إه“ء - )a‏ أو (> + ه٤ )])a‏ ) في نطاق الدالة ٤‏ وکل عدد مرجب ع يوجد عدد 
موجب 8 حيث يكون >١‏ إ(ه)] - ()؟] عندما 0>a-×>8‏ (أو 
(OSX -—-a<ê‏ 

لاحظ أن العبارة الأخيرة من التعريف «8> × - a‏ > 0» توضح بأن × قريب من 
وأصغر من a‏ بين < (O 5 x ¬ a‏ توضح بان × قريب من هھ وآکر من ه. 
الاتصال أحادي الحانب مفيد في وصف سلوك أنواع معينة من الدوال الى لا تحقق 
افا ا ا ا 
مشال 4.6 أ: 

الدألة إ[ح] = ()؟ ل( ]x[‏ = کر عدد صحيح أصغر من أو يساوي ×) متصله 
من اليمين عند كل عدد صحيح › بالرغم من أننا لاحظنا في الخال 4.6 أن [×] منفصلة عند 
دل عدد صحیح . ۰ 
مثشال 4.7 : 

الدالة × - ۷2 = (»)] دالة متصلة من اليسار عند 2ء ولكن لا تحقق الاأتصال 
عند 2؛ لأن 2 ليست نقطة داخلية في نطاقها. 
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ارين 4.4 


|x + 2‏ 0 
برهن أن س ملقيلة عال 2س 
e‏ 


استخدم مدأ الاستقراء الرياضي لتعميم النظرية 4.2 فى حالة عدد نهائي من الحدود 
أو العوامل ؛ ی برهن على آنه إذا کانٹ کل من ٤, ٤ر ٤... ٩۴,‏ دالة متصلة عند 


3 

11 11 
نان ۴ ب2 دالة متصلة عند ة وكذلك 11 دالة متصلة عند ه. 
j ij ّ‏ 


رهن على أن کل دالة كثرة حدود )Polynomia1(‏ تکون متصلة على ۸ا . 


: برهن أن‎ 
1 if xê Q 
(x) = 
Û if XER~ OQ 
برهن على أن:‎ 
xX if x ON [0 ¢1 
(x) = 
1 — x if x {O¢l1ll~Q 


آ1 
لنفرض أن مُعرّفة على ]0٤1[‏ كالاتي: 


P2 e‏ س 
إذا كان × عدد غير قياسي أو صفر فإن 0 = f(x)‏ وإذا کال 30 
عندما يکونء ط, ٩‏ عددين موجبين صحيحين ليس بيني) عامل مشترك (اي ا ې 


Pp 1‏ 
محتصر إلى أقصی ما مُكن) فإن 
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برهن أن منفصلة عند كل عدد قياسى ومتصلة عند كل عدد غبر قياس فى 
1“ 0[. 


7 استخدم النظرية 4.4 لبرهان أن الدالة ‏ 1+ ×۷ =(«)؟ متصلة. 


برهن ا إدا كانت ] دالة متصلة غر سالبة. فإن ()؟۷ = ()۲ تكون دالة 


ا برهن أنه إذا كانت ] متصلة عند ج و0 < ع فإنه توجد فترة مفتوحة 1 تحوي a‏ 
بحیث يکون لأية نقطتین ر×٤‏ ,× فی 1ء e‏ > إ(ر)؟ - (۴|. 


1۱ برهن أنه إذا كانت ٤‏ متصلة على [ط »]a ٤‏ فإن] غدودة هناك. 


(إرشاد : استخدم النتيجة 4.1 أ ونظرية هاين - بوريل). 


Function Limits پايات الدوال‎ 5 


من الضرورى في بعض الحالات دراسة سلوك الدالة عند نقط تكون قريبة الى نقطة 
ءعينة ليست في نطاف الدالة . على سبيل المثال فإن «مشتقة الدالة»» وهي انطرية الموضحة 
a‏ وتكمن مهمتنا الآن في 
وضع أساس هذه النظرية . من الملائم في هذا الرقت أن نقدم بعض رموز ذلك النوع من 
المئات الذي سيواجهنا مرارا فی المناقشة التالية : إذا کان ۾ عددا و 0< 5» لتکن ۸ فة 


A. = (a ¬ ö8 ¢a) U (a “a + 8) 


تعر بف 4.3 : 


لنفرض أن ٤‏ دالة وأن ]1 ,۾ عددان؛ فإن ٤‏ هما نهاية 1 عند ۾ بشرط أن نطاق ] محتوي 
على ۸ لعدد موجب ما 8 وتوجد دالة ۴ بحيث يكون: 
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أ - )= ۴0 لکل × ف ۸. 
ل ت متصلة عند 2 وكذلك 


.f (a) = L = 


f 


في هذه الحالة نکتب 1 = (٭)؟ صاا. 


وعندما يكون الحرف الذي يرمز للمتغير في نطاق الدالة ۴ واضحاً فإن النهاية المذكورة 
رکب باختصار کا یل : 1 = (×)؟ ہا 

لكي يكون التعريف مألوفا لدينا يجب أن ندرس بعض الاحتالات. إذا كانت f‏ متصلة 
عند ه فإننانستطيع أن نأخذ هي نفسها؟و 1= (٭)؟ را تصبح عندئذ 

٤)3(‏ = (×)؟ رصنا . وهذه هي بالفعل طريقة تعريف الاتصال عند ه. ولكن مفهوم 
نهاية الدالة أوسع من مفهوم اتصال الدالة» لهذا السبب يطرح السؤال الآتي: في أيَّة حالة 
یکون فیها 1 = ٤)×(‏ ,”ذا موجودا رغم أن ؟ منفصلة عند ه؟ 

أبسط مثال على ذلك هو عندما تحقق ۴ كل شروط الاتصال ماعداأن ])a(‏ غر 
معر فة أي أن a‏ عر موجودة ف نطاق الدالة ], 

نوضح ذلك في الدالّة التالية : 
مشال 4.8: 

إذا كانت 


(x - 1( 
(« - 1( 


lim f(x) =2 ùli f(x) = 


j 


واضصح أن 1 لا ينتمي إلى طاق ٤‏ ولكن لأية قيمة أحرى × فإن () نختصر إلى 
1+ ×. هذا السب نأخحذ 1+×=(») f‏ والتى نعرف بأنها متصلة . (انظر تمرين 
5 . 


إذن 2=( ؟ = ()؟ lim,‏ 
توضيح آخر وهو وجود نهاية دالية ۴ لدالة منفصلة يمكن أن يعن في البداية بدالة متصلة 
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ثم تغر قيمة الدالة عند ۾ من (۵) ۴ إلى عدد آخر: لنقل .M‏ ولنسمي الدالة الحديدة 
ا ومنہا قإن ] منفصلة عند ھ لان (ھ) ٥M ۶ f‏ ولکن (ھ) ٤‏ = (٭)؟ ,صاا. 


تو صح لہ الفكرة ٤‏ الدوال الاتة: 
مثال 4.9: 


لنفرض أن f () = x‏ وأ : 


lim, f(x) = 0 > f(0) jù واضح‎ 

a NCGS Co O 
ونوم ببعض الأعمال التي تبدو غير طبيعية لكي نحول دون وجود‎ .)nearly continuous) 
الاتصال. هذا هو بالأضط الانطباع الذي یتکون لدی القار یء حول نہايات الدوال وتحدث‎ 
. فقط عندما تكون الدالة «متصلة تقريبا» . المصطلح «تقريبا متصلة» بحاجة إلى توضيح‎ 

إن دراسة سريعة لتعريف نهاية الدالة 1 = ()؟ "ا تبين لنا أن الدالة المعطاة 
وهی ۴ تختلف عن الدالة المتصلة ۴ فقط عند النقطة ۾ نقسها وربا لا يكون هناك أي 
اختلاف أیضاً إذا کانت ٤‏ متصلة. اذن نحن على حق بالفعل في قولنا ان (٤)؟‏ هذا 
موجودة إذا كانت وإذا كان فقط من الممكن تعريف ()] أو تعريفها من جديد لكي 
نصبح متصلة عند ه. هذا يكن التفكر في هذا على أساس «إزالة الانفصال» وذلك بتعريف 
(ه)] كا ينبغي . بالفعل فإن هذه الظاهرة تسمى «الانفصال القابل للدزالة عإطة0۷صع 


. (dISCONtINUIY 


4.6 المعيار المتتالي ابات الدوال 


The sequential criterion for function limits 


کا ف موضوع الاتصال فإننا نرغب ي تأسيس ارتباط بين نہايات الدوال ونهايات المحتتالية 
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ا لمناقشة التالية فإن المصطلح «ا ها نهاية عند 4» يعنى أنه يوجد عدد .ا حيث للدالة f‏ اة 1 


عد 34, 
نظرية 4.5 المعيار المتتالى لنهايات الدوال: 

لنفرض أن ؟ متصلة بحيث بحتوي نطاقها على ,۸ لعدد ۾ وأن 0< 6 ؛ عندئذ فان 
الحمل الاأتية متكافئة : . 
أ - ها ياية عند ه. 
ب - إذا كانت ء أي متتالية في ,۸ بحيث تكون ه4 = روزا فإن ل( 


تقار سه . 


الرهان: 

أولا لنفرض أن ؟ ها نهاية عند a‏ ولنقل 1= 0 ,«ذا . لنفرض أن هي 
الدالة المتصلة عند ۾ بحيث يكون f (a) = L‏ و f (x) = f(x)‏ ف ۵ ف 
قق € €٤‏ 8, لار آی متتالية كفي ۸ بحیث یکون lim, sS, = a‏ . استنادا 
للخاصية (ب) من € € 8؟8» 1 = (,5) ٤‏ ,۳ا = (رs)؟‏ ,”اا . هذا السب فإن (أ) 
تؤدي الى (ب). 

على العكس» لنفرض أن (ب) صحيح . نجزم أن هنالك عددا وحيدأً هو 1 حيث لكل 
متتالة ١‏ في ,4 تقاربية إلى ه» تكون للمتتالية إ(۴)8) التقاربية ناية مساوية للعدد 
1. إذإنه إذا كانت 5,۲ متتالیتین في 4 نفرض أن ,1 = (ا)۲ صا 
= (رك)ا ,اا ندرس الآن التالية ‏ .را٣‏ رو٤‏ را ء) دن واضح 
أن کل ا فی ,4 وان 4 رن را من (ب) نعرف أن (٠ا؟)‏ تقاربية. 
لندرس المتتاليتين اطزئيتين التاليتين للمتتالية (()): 


lim, (u,,_,) = lim, fS) = L, 


lim, f(u,,) = lim, fi) = L, 
وما أن كل المتتاليات الجزئية لتتالية متقاربة إ(س)؟) لا بد أن تتقارب إلى الناية‎ 
نفسهاء ينتج أن ,1= ,ا.‎ 
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لآن عسرفت (ه) ٤‏ لتكون قيمة النهماية المشتركة: ا=(ه)؟۴ وعرف 
١١‏ = (٭) ۴ على ,4. اذن (ب) توضح ان ؟ تحقق الخاصية (ب) من ٤ ٤‏ 8ء 
تال قإن ‏ متصلة عند 4. 


بذلك فإن ۴ ها نهاية 1 عند ۾ وهذا يوضح أن (ب) تؤدي إلى (أ). 


کا في ٤ ٤‏ 5 فإن من الملائم اختصار المعيار المتتالي لنہايات الدوال وفيا بعد سنشير إلى 
سطر ية 4.5 بالرمز 1 € $. 


E RE IE RE EE TERS 
والمتعلق بالتركيبات الجرية للنهايات . في الوقت الحالي نعرف أن النتائح‎ 2.4 2.3 ٠ ١ 
سابقة يمكن أن توضع للاستعال الحيد. هذا السبب تركت البراهين كتمرينات.‎ 
: 4.6 بطر به‎ 

ذا کان لکل من الدالتين ع .۴ ناية عند هء فإنه لكل من الدوال الآتية ع + ا 
‘eg f‏ نايه عند 4> وی هذه الحألة یکول : 


lm, (f ± g) = lim, f(x) & lim, B(x) 


lim, (fg) x = [lim, f()] [lim g() }‏ 
علاوة على ذلك نقول: إذا كان ۶0 (×)ع صتا فإن ذات نهابة عند 4 و 


: im ffx 
im, | | س(‎ i ( 
ع‎ lim, g(x) 
الرهان:‎ 
.4.6.6 4.6.5 4.6.4 انظر التمر ينات‎ 
فی مناقشتنا للايات الدالية تعمدنا جنب التعريف العتاد 86~ ع . مع دلكف فإن من‎ 
لمهم أن نبين تكافؤ التعريف المعتاد للنهاية الدالية مع التعريف الذي استخدمناه هنا. هذا‎ 


هو حتوی النتحة إلتالىة. 
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نظر ية 4.7 : 
ردا كانت ٤‏ دالة و ا1 ,۾ عددين» فإن الحملتن الأ تتن متكافتتان: 
lim f= — |‏ 
ب ادا کان 0 <:ء فإنه يوحد عدد 8 بحیث انه إذا کان: 
|x - aj <5‏ < 0 فإن × في نطاق ؟ f) = Lj < e‏ 
الرهان: 


أولا نفترض (أ) ولنفرض أن دالةمتصلةعندةمع 1=( ؟ 
fNW =f) g‏ خلال ,4 =( + )a ٤a‏ لا (ھ“c- .)a‏ إذاکان 0<ء 


Cc. Kol 
0) .0<|x-ةإ‎ >8 كلا كان‎ f e0 - f (a)| = [f (0) = L| < e 
باستبعاد ۾ = × في (1)» نستطيع أن نضع ۴ بدلا من ۴ء والذي بعطينا:‎ 
0>|» -aإ‎ >38 |ا- )| كلإكان‎ >» 
هذا يثبت أن (أ) تتضمَن (ب).‎ 


على العكس من ذلك نفترض أن (ب) تصح . نعرف (٭)؟ = (×) ۴ لكل 4× 
و ا =(*)]. بالتالي فإنه من الواضح أن ۲ تحقق التعسريف 4.1 وبذلك يكون 
.lim, Kx) = L‏ 


Variations of function limits النهايات المختلفة للدوال‎ 7 


توجحد علة آنواع مشتركة للنهايات الدالية . على سبيل المثال فإننا نستطيع تعريف «نهاية 
(×)۴ عندما × تؤول إلى ما لا اة ویرمز طا بالرمز 1ا = (٭)؟ صنل کالاآق: 


آدا کان E> Û‏ فاه بوجحل عدد ١‏ سحت إل x > N‏ يسؤدى إل 
lf) -L| < e‏ 
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هذا هو النظير الصحيح لنهاية المتتالية ؛ إذ إننا غبرنا (1)۸» × بدلا من ١,١,‏ على التوالي. 

النتيجة الصحيحة لهذا التغيير الرمزي هى استبدال نطاق المتتالية N‏ بنطاق الدالة الذي 

کون على شکل (*ت ٤‏ ھ) . عندما یکون lim f(x) = L‏ فان الخط ]= ر هو 

حط التقارت الأفaڦ٫ Horizontal asymptote‏ . منحني الدالة]. بمكن تعريف 
lim f(x)‏ بالأسلوت تسه . 


هنالك نوع آخر مالوف من آأنواع نهايات الدوال هو (النهاية من حأنب وأاحد dع51-ع‏ 01 
ااا . يمكن تعريف ذلك بالقول بأن للدالة ؟ نهاية من الحانب الأيسر عند ه تساوي ا 
شرط أن بحوى نطاق ] فترة مفتوحة ٤4(‏ 8 - ه) وتوجد دالة ٤‏ متصلة من اليسار عند 4 
حيث يكون (a)]؟‏ = (»×) ؟ على f(a =L (4 -8)a(‏ 


ويرمز لذلك باحدى الطريقتين: 


lim f(x) = L, 


im f(x) = L, 
أو يسسأاطة‎ 
f(a =) = LL 


الطريقة نفسها نعرف النهاية من الحانب الأين عند ه. والتي يرمز ها باحدى الطريقتين: 


.f(a+)=L gl lim f{K)=L « lim f(x) = L 


تصسح نتاشج النظرية 4.6 عن التركيبات الحرية على الهايات من جاتب واحد وعلى 
لنهايات عندما تؤول × إلى ما لا نهاية . برهان النظرية 4.6 ي حالة النهاية من جانب واحد 
فريب جدا من برهان النظرية 4.6. وعندما تؤول × إلى ما لا نهاية» فإن البرهان مشابه 
راهن النظر يات 2 2 التفصبلات مطلو نة ٤‏ الم بات 477 4.7.8 


(x - 8( 


و = («)؟» فإن؟ ها نهاية عند 2. 
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„ 10 


ا 


(x کچ‎ 2( 
(x - 4( 


2 
٭ ة xX ¬— A‏ 
برشن انه أدا کا = f(x)‏ فال ا ناه عند ك . 
(إرساد: 1 ۸ علد صحیح موجب) . 


برهن أنه إِذا کان لکل من الدالتن | وع ها نهايه عند ۾ فأن : 


برهن أنه إذا كانت = (×)؟ فإن ۴ ها ناية عند 2-. 


lim * (f + g) (x) = lim, f(x) = lim, e{x) 
برهن أنه إذا كان لكل من الدالتين ۴ وع نما اية عند ۾ فإن:‎ 
lim, (fg) (0 = lim, f) [lim, £00) 
برهن أنه کان لکل من الدالتين ۴ وع ها اية عند ةو 20 (ء×)ع ,صنل فإن:‎ 


6 lim, f(x) 


f 
lim, ( و‎ 
lim, g(x) 


أعرض وبرهن نظيرا للنظرية 4.6 فى حالة النهايات من جانب واحد. 


أعرض وبرهن نظرا للنظرية 4.6 فى حالة النهايات عندما × يؤول إلى ما لا هاية . 


1 ج 
برهن أنه إذا كان ۶0 هة #0 طا فإن: 


f 
a XxX +... Fa X Ta an 
: Ti ا‎ ( _ 
ص‎ © N 1 
3 
bx a FU TED rı 


برهن آنه إذا كانت غر تناقصية على » فإن لکل ھ فی ۸) تکون (-4) ؟ 
موحږده . 
برهن آنه إدا كانت ۴ مطردة (تناقصبة أو تزايدية) على » فإن لکل ۾ فی ۸ وتکون 
)a-(‏ (+a)؟‏ کلاشا موحودة. 
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١‏ ۔ برهن معیار کوشی للنہایات عندما «e‏ ج ×:1 = (م)؟؟ ۳نا إذا کان وإِذا کان 
فقط لکل 0< e‏ جد عدد 8 بحیث إن :> |( - |٤)‏ ۰ کلا یکون 
y> B‘*x>B‏ 
عرف = ()؟ نا کایی: 
EE‏ س 
ادا کان 8 عدد. قإنه يوجد عدد موجب 5 بحيث إل )5 + (a, a‏ ی نطاق ؛ 
و f) <>B‏ کل)إکانڻ 4>8 .(<>Xx-‏ 


ا برهن ار 
iim =‏ 
و د ي ي 

5 برهن أنه 
:5 
من ے lirn ٤‏ 
xel" ¥ — 1‏ 


ا f‏ فا lim fx) = os‏ ادا کان 
۲ - برهن انه ادا كانت 0< (ج) لکل × فإل (x)‏ ا 
وإدا کان فقط 
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نتائح الأتصال 


(Consequences of Continuity) 


1 مدی الدالة المخصلة 


(The range of Continuous function) 


ي هذا الباب نستنتج خواص الدوال المتصلة على فترة تكون عادة مغلقة. وهذه 
النظريات تعتمد اعتهاداً وثيقاً على خاصية کال ۸ وذلك من خلال نظريات الباب الشالث. 
٤‏ النظرية الأول نؤكد على محدودية الدالة الى تعنى أن مداها فئة محدودة. وعلى وجه 
الخصوص فإن الدالة ؟ محدودة على الفغة © إذا وجد ذلك العدد 8 بحيث يكون 


8> |( | لکل × ني 05. 
نظر ية 5.1 : 

إذا كانت الدالة ۴ متصلة على ,الفترة [ط ,ة] فإنها محدودة عليها. 
الرهان : 


نفرض أن ۴ ليست مدودة على [ (5,ه]. نین أن ۴ ليست متصلة عل [ط .ھ]. وحیث 

انه لا یوحد عدد موجب ممکن أن یکون حلا أعل لدی ۴ء فإنه مکنا أن تختار لکل" عددا 

]a.[ >,‏ بحیث إن 1 <| )6| . عنتدئذ فان ك متتالية حدودة لأن 

> ء> ۾ لكل .١‏ ووفقا لنظرية بولتزانو - فرشتراس (نظرية 3.1) فإنه يكون ل ك 

منتالة ۰ تقاربية» ولنقل o‏ = ري ,1۳ا. وكذلك وفقا للمفترض 2.2 ينتج أن 

ى [ط,ه] . ولکنن لکل «یکون ٤)‏ <| ()؟] > ولذلك فإن 
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a5‏ 6 1 عر شحدودة» وبالتالي فهي عر متقار به وبالتالی و للمعسار المتتالي 

کک ا کدی س مله وبالتالي فهى غر متصلة على 
.[a, bj‏ 

ومن الضروري في النظرية 5.1 الافتراض أن الفترة عل الدراسة هى فترة مغلقة. وإلا 
فإن الاستدلال (التضمين) قد يكون (أو ربا يكون) غير صحيح . ندرس المثال التالي: 
فتسال 51 

1 . 

دعرف =(»)؟ على [0,1). 

وفقا للنظرية 4.2 تكون ٤‏ متصلة فى كل مكان فيا عدا الصض وبالتال فإن ] متصلة على 

1 

[1 ,0) ولكن f( —)=n‏ > وطهذا و فمن الواضصح أن ٤‏ ليست عحدودة على [1 ,0). 
وسنبين في النظرية القادمة آنه إذا كانت دالة متصلة على فترة مغلقة فإن مداها لا يكرن 
حدودا فحسب» وإغا سيحتوي فعليا على أصغر حد أعلى وأكر حد أسفل . ومرة أخرى من 
الضروری افتراض أن الفترة مغلقة. فعلى سبيلل المثال تكون الدالة المحابدة x‏ = ()؟ 
متصلة على (1 ,0) ولكن مداها (0,1) ومن الواضح آنه لا بحتوي على أصغر حد أعلى ها أو 
على أكر حد أسفل . 
نظر ية 5.2 : 

إذا كانت ] دالة متصلة على الفترة المغلقة [ط ,ه] فإنه يوجد العددان ,> فى 

بحیث کون (4)؟ > (×)؛ > (ء) لكل × في [ط ,ه]» أي أن: 


f(c) = min (f) +: xE ja, b]} 


f(d) = max f) : xE [a, b}}. 
: الرهان‎ 
حيث إن ؟ منصلة على [ط ,ة] فإنه وفقاً للنظرية 5.1 تكون  محدودة فى هذه الفترة‎ 
الغلقة. ووفقالمسلمةأصغرحدأعلى (8ل]) يمكنناأآننعرف‎ 
]a, سا = ۷ . وجب أن نبين أن هناك عدداً ل في إط‎ !f() : x € [a, bl} 
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1 
f(d) = M as‏ . ولكل عدد صحيح موجب ١‏ فإن ّ — Ni‏ لا کن 
ن يشكل حدا أعلل لمدى ]ء ولذا يكنا أن نختار رفي [ا ,4] محقق الحتباينة: 


i 
M—- — <f({s J) SM 
8 E: 


؛حيث إن ا ء>ه فإن نظرية بولتزانو - فيرشتراس تضمن وجود متتالية جزئية 
هاربيةء لنقل 1ل 2 ر8 11۳٩۹,‏ ويؤكد لنا المفترض 2.2 ان ل في [ا,ه)]. ولان 
بلكل عدد صحیح موجب ۸ لدینا: 


[1<6 <M: 
k (n) ) 
أيضاء و متصله عند‎ lr, S« o) 7 © صا . ولکن‎ (Sy n = MN وهكدا فإان‎ 
.110٩, ۴ (8 يكون (4)؟ = (رې‎ )5٤©( ولذا وفقا للمعيار التتابعي للاتصال‎ ١ 
راك ووا لخدا بان الال رط <22 ن #«= 0ء راتان‎ 
.)5.1.1 ط1ع فی مدی ۴ يمكن إجراؤه بطريقة ماثلة (انظر تمرين‎ )۴)«( : × € ]a, ([ط‎ 


ارين 5.1 


| - اكتب بالتفصيل باقى برهان النظرية 5.2: إذا كانت ؟ متصلة على [ط ,ه] اثبت أنه 
يوجد عدد » فی [ط ,ھ] بحیث يکون (ء) < (»)۴ لكل × في إ0 ,ه)]. 

2 _ أعط مثالا يبن أن القيمتين العظمى والصغرى للدالة (×)] المضمونتين بنظرية 5.2 
بمكن أن تتحققا في أكثر من نقطة وإاحدة في [ ,ه]. 
۶ 2 * م 2 ب 

3 _ اغط مثالا لدالة (أو بين أا لا بمكن أن توجد) حدودة وأحادية على [0,1] ولكہها 


(x — 5% + 3} 
2 


> _ آثت أن إلداإلة 
(x ~— 4) ۰‏ 
والصغرى على .]-1٤1[‏ 
أثت أن الدالة 5 + ×+ ×2 - ×= (*)؟ تصل إل قيمتها الصغرى على 


الفترة ۸] (ارشاد: “o‏ = (ي))]؟ .)im‏ 


ا ا و 


= ()۴ تصل إل قيمتيها العمظمى 


"ے٦‎ 


99 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


e‏ إدا كانت ص كثيرة حدود من درجة زوجية وكان معامل الحد ذى أعلى درجة 
موجبا فان ۲ تصل إلى قيمتها الصغرى على 8|. (ارشاد: انظر تمرين 5). 


(The Intermediate Value Property)  ىjطسولا خاصية القيمة‎ 2 


نشت لي النظرية التالية خاصية للدوال المتصلة توضح - ربا أفضل من أية خحاصية أخحرى 
- سيب اختيارنا لكلمة متصلة في توصيف هذه الدوال. عندما نتتحدث لطالب مبتدىء عن 
الاتصال في حساب التفاضل والتكامل فإننا عادة نلجأ إلى الوصف البياني : فمنحنى الدالة 
المتصلة يمكن رسمه بواسطة منحني متصل دون رفع القلم أو الطبشورة. وبذلك لا بحتوي 
مثل هذا المنحي على «ثقوب» أو «قفزات» أو «أجزاء محذوفة» . ونعبرعن هذه الخاصية بدقة ك| 
ک0 عدد یقع بین عددین في مدی ؟» فإن س نفسه جب أن یکون في مدی ؟. 
ويسمى مثل هذا العدد مإ بالقيمة الوسطى» كا يقال عن الدالة التى يحتوى مداها على كل 
القيم الوسطى : انما تتميز بخاصية القيمة الوسطى . وتنص النظرية التالية على أن الدوال 
المخصلة على فترة يكون ها هذه الخاصية . 


نظر ية 5.3 نظرية القيمة الوسطى : 


إذا كانت الدالة ۴ متصلة على الفترة [ط ,] حيث ()؟ < (ة)؟ وكان س عددا 
بین (4)) * (۴)۲ فإنه يوجد ذلك العدد e‏ ((4.۵) بحیٹ کون م = ()]ا. 


الرهان: 
مکنا ۔ دون خلال بالعمومية - الافتراض أن (()؟ > س > (ة)؟ . نفرض أن $ 
هى الف لمعرفة كا يى : sS = {x E [a,b] : f) < u}‏ . عندئد فإن ۾ في 8 ولذا 
فإن 5 ليست خالية ومحدودة من أعلى بالعدد 0[. نعرّف 5S‏ اسا c=‏ . ونژکد أن 
م = (٭)] ثم ثبت ذلك بتبيان أن م > (e)؟ ٤‏ م < (c)؟‏ يؤديان إلى تناقض . 
في البداية نفرض أن س > (×)؟ . بالاستناد للمفترض 4.2 توجد فترة 
)e- c+ 8(‏ تکون س>(۸]؟ فی کل مکان داخلها. عندئذ 

` 8 8 

ص ا f‏ أ فان e‏ ( 
[c LL‏ ولا فان 2 FF‏ ¢ مسو سوك ف u S‏ 
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€ <> +ع غا يتناقض مع اختيار »> كحد أعلى للفشة 5. والآن نفترض أن 

م < (ء)؟. ومرة أخرى ينص المفترض 4.2 على وجود فترة (ل + ٤ل‏ -ء) 
حيٿٽ إن مس < (»۸)) ق كل مان داخلها. عندئذ فان ل -»›ء < × تؤدي إلى 

سم< ()۴ الى رتا بأن أي × أكر من ل4ل -ء» لن يكون في 5. وبذلك فإن 

.8 بوصفه أصغر حد أعلى للفئة‎ ٠ هو حد أعلى للفثة 5 مما يتناقض مع اختيار‎ Ce 

؛حيث إن ٤‏ معرفة عند¿ ولا تحقق أيا من مط >()؟ و سط<()] فإننانستنتح 
ا 

لكي نقدر العمومية التامة لنظرية القيمة الوسطى يجب إدراك أنه إذا كانت ٤‏ متصلة على 
به فترة (مفتوحةء مغلقة أو نصف مفتوحة) فإنه يمكننا اخحتيار أية نقطترن قي الفترة لتقومان 
دور ط,ه في النظرية 5.3. وبذلك تكون إ[ط ,ة] محتواة في الفترة الأصليةء وبالتالي 
وان ۴ متصلة على الفترة المغلقة إا ,ه]. وبذلك يمکننا أن نستنتج أن لأية نقطتين ا1 a,‏ 
ی فترة تکون عليها ۴ متصلة فإن مدى ٤‏ بحوي كل قيمة وسطى بين (ه)] “ (ط)؟. 

وكا في كل الحالات تقريباً عندما نثبت تضمينا مل ذلك الذي تنص عليه النظرية 5.3 
حب أن نتساءل هل يتحقق التضمنن المعكوس (عكس النظرية) أي إذا كانت للدالة ؟ 
حاصية القيمة الوسطى فهل من الضروري أن تكون متصلة؟ والإجابة هي لاء كا بتضح 
٠ن‏ الال المحضاد (عاpمصxamء )countere‏ الاي . 


مشال 5.2: 
} 1 ( 1 : ۴ ` 4 4 
نعرف - sin‏ = (٭)۴ اذا كانت ۶0 ×و 0= (0)] . عندئذ فإن ٤‏ ليست 
مصلة عند الصفر لأن (×)؟ رصنا غير موجود (مثال 4.5). ولكن مع تدبذب 
)sci‏ ۴ حول الصفرء نری أن كل قيمة في مدی ٤‏ (وهو ٤1[‏ 1-]) ستتحقق (آي 
سأخذها الدالة ؟) فى أى فترة [ء“0] مه) كان » صغيراً. 


وکن دو حید النظر يات EO‏ ف منطوق و إحد يدم 0 سحل رة للخواصس الي 
س عليهاً. 


حه 5.3 : 
اذا كانت ٤‏ متصلة على نطاق هو عبارة عن فترة مخلقة فإن مداها يكون أيضا فترة مغلقة . 
ي بعض مناهج الجبر الأولى يتم إثبات أن ۷7 ليس عددا قياسياً (منطقاً). ويم 
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التوصل إلى ذلك بتوضيح أن الافتراض = ۷7 حیثٹ 1,۳ في N‏ يودي 
إلى تناقض . ويا أنه لا يتم التركيز عادة في منهح أولي على ذلك فإن الإثبات لا يبين آنه 
يوجد عدد حقیقی مربعه يساوي 2؛ فيتم أساسا اثبات أن @ لا تحتوي على مثل هذا العدد. 
وبمساعدة نظرية القيمة الوسطى يكنا أن نشت أن ۸ تحتوى على مثل هذا العدد. وهنا 


سنثبت أن 8 حتوى على جذور موجبة وحيدة من أية رتیه . 


ادا کان a < Û‏ 9 1 في N‏ فإنه يوجدذ عدد موجب وحيد »> بحيث يكولن 
cC" =a‏ أي أن : c= Va‏ 

الرهان: 
ندرس الدالة ۴ المعرفة بالعلاقة ×= (ء)؟. عندئذ فإن ‏ تكون متصلة على 
إه + 0,1] + وأيضاً 0= (۴)0 ٠‏ وكذلك 

f(1 + a) = (1 + a)" =1 + na +... +a >a 


ووفقاً لنظرية القيمة الوسطى» فإن هناك عددء في (1+ )0“٠4‏ بحيث يكون 
f(c) = a‏ > آي آن Ca‏ . ولكى نبين أن ء هو العدد الموجب الوحيد الذي 

حفن هله السابا تفرض ان 5<0 ران ودل عفان 
= اطي وبذلك فإان: 


0= b" ce 
b= O DTED Oa TT EE 


حیث لا يكن للعامل الثانى أن يساوي صفرا؛ لأن 0< ط4 0<»ء + وبذلك کون 
,b = ¢‏ 


ماریسن ا 


1 أثبت أن للمعادلة 1=0- ×+ *×- »2 لای (0,1). 
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2 اثىت أن ۴ العطاة بالصيغة 7 + F(x) = x” + 2x‏ ها صفر حقیقی («صمر» 
الدالة ؟ هو العدد z‏ ببحيث تكون 0 = ))z(‏ . 

3 أثبت أنه إذا كانت م كثرة ادود من درجة فردية فإن ها صفر (جذر) حقيقى 

د نفرض أن ؟ دالة متصلة على [ط ,ة] وأن إ[ط ,هa]‏ © [ ,ء]. أثبت أنه يوجد 


عدد ر في [طا ,ھ] بحيث تکون: 


f(c) + f(A) 
ر‎ 


. )( = 


5 ألبت نظطرية النقطة الثبتة :»F۴ixed-۴oin1 11e e”«‏ إذا كانت ] متصلة على 
[1 ,0] وكان مداها (0,1] علدئذ توجد «نقطة مثبتة» » في |1 ,0] 
بحیث یکون cu‏ = (ء) (ارشاد: ادرس × ¬ (»)؟ = (٭)g).‏ 
٥‏ ثبت أنه: إذا كان كل من ع٠٤‏ متصلة على [ط,هa]‏ وکان ()ع = ۴)0 لكل 
عدد قیاسی ۲ في [ط ,ه] فإن (#)ع = («)۴ لكل ×في [ط ,ة]. 


(Uniform continuity) الاتصال المنتظم‎ 3 


يسمی مفهوم الاتصال الذي درسناه حتى الأن بالاتصال النقطى ع sزس‏ )»ذه ۴) 
continuity (‏ . وتستەخدم كلمة النقطى للتأكيد على حقيقة أن اتصال الدالة يعتمد بشكل 
ملازم على نقطة خحاصة في النطاق: (a)؟‏ = (×)؟ رصا[ . وهذا الاعتاد يكن ترضيحه 
واسطة فحص مدقق بالتحقق بدلتا - ابسيلون » من الاتصال في الأمثلة التالية . 


مشال 5.3: 
إذا كانت ”×= (×)؟ فإنه يكن تبيان اتصاها عند ۾ بالتحليل : 
(f) — f(a)| = |x” -— a“ | = |x + a| x = a|:‏ 
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الاخحتيارللعددة من السهل أن نرى أن 8> إه - »| تؤدى إلى 
f) f(a) < E‏ . 


ولكن التفصيل اهام هنا هو أن اختيار 5 يعتمد على 4٠ء‏ على السواء. والآن لنفرض 
أن نطاق ؟ قد قيد بفترة ما ولتكن مثلا .]-5٤5[‏ عندئذ فلأي a‏ في نطاق f‏ أ 
5 ك | اللآن يكن تغير اختيار 8 إلى و <1 { ê = min‏ . فى هذه الخحالة | 
تعتمد 5 على ء فقط بصرف النظر عن النقطة المنتمية إلى النطاق الى نتحقق من اتصال 
الدالة عندها. 


عندئذ فلأي عدد معطى 0<ء نعرّف ل (إة| + 1)/ء > 1) ماص =8 »وذ 
| 
| 


مثأل 5.4“ 


: 1 
فض آر = = f)»‏ کالعتاد ندا ر : 
تفرص أل (x)‏ د نبد بتحلیل 


1 XxX ~a 
f) - f(a) =| — - =| = اڪ‎ 
X a |xa| 
E gE aُ 2 
.8 = min { ° 4 ولآي عدد معطى 0< ع عرف‎ 
a 
عندئذ 8 >4 - »| يؤدي إلى لا <إ»| وبذلك‎ 
2 
Ea 
|x - 2| 
a |a/2| |aإ‎ 


مرة أخرى نرى أن تعريف ة يعتمد على ۾ وء على السواء. وقد مكنا وصف هذا 
الوضع إذا لاحظنا آنه لكى نضمن أن يكون »> صغر فإنه من الضرورى 
xa‏ 

أو لا ان xal SEY‏ لتکون بعيدة عن الصفر. وتتوصل إل ذلك ان تطلب أن تکون 


a 
لل >ة عندئذفإن 8>إه-»| توي إلى أن تكون × بين‎ 


2 

) ١ cl o 3a a 

e‏ والآن نفرض أن نطاق ٤‏ مقيد بالفترة (ه ٠‏ 1]) وبذلك فإن كل 
ازنفمط ی نسطاق ] تعد عل الأاقا سوحلة وأاحسدة تن الصقمر. عندئل يکون 
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ا - |x‏ >< 2 لأن 1< إم× . وهكذا مكنا اخحتيار :=8 حيث من 
Xû‏ 


1 
1 مم سے کڪ طاا کار 9< 7 AX‏ 
,اصح ان 2 <| ١‏ ل |x a)‏ 
ويكفل لنا التعريف العادي للاتصال اختيار 6 في نقطة بعد نقطةء باستخدام خحيارات 
حتلفة ل ة فى نقط ہے ی ن ف نطاف ؟ . وها يکم" الدافع لطرح الغهوم اللاحى دناه فضا 


خرن تسميته. 


تسمى الدالة ۴ متصلة بانتظام (yاuniform)‏ عل الفغة 5 إذا كان لأي 0< ع يوجد 
عدد موجحب 8 بحیث یکون لآيی ٤×,‏ ر× في [: 


x < 8‏ س fx) (x) >8: 0  نمضتت x,‏ . 
وفى مغال 5.4 و 5.3 أبتنا أن ×= (*×)۴ متصلة بانتظام على ]-5٤5[‏ وان 
= (٭)؟ متصلة بانتظام على ]1٤٥(‏ . وي الحالتين فإن دوري ر× ,× في 
ی iy‏ 2 بد 
نعريف الاتصال بانتظام كان يقوم مم| ١‏ ,× على الترتيب. وهنا مثال أخر بسيط للغاية 


مشال 5.5: 


اذا کان +b‏ ×ص = (»)] و 0<: . عرف 


: يۇدي إى‎ x 5 x) >8 


[f() — f(x)| = [(mx, + b) — (mx, + b)| 
5 |m(, 5 x) 


<m( (= 


E. 
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لاحظ أن الاتصال المنتظم على أية فثة 0 ينتح منه الاتصال المنتظم على أية فئة جزئية من 
.D‏ 

وهذه نتيجة مباشرة من التعريف. وك| سترى في| بعد ينبغي أخذ الحذر إذا ما حاولنا 
تکیر النطاف الذي تكون فيه الدالة متصلة بانتظام . 


مثال ۰5.6 
ادأ كانت f(x) = la‏ فإن ۴ متصلة بانتظام على كل من المئتين o)‏ ¢ 0( 
و (0> ۳-) ولکن ٤‏ ليست متصلة بانتظام على اتحاد الفثتين لأنه لأي ة يكون الفرق بين 
العددين 
ö ö‏ ۶ 0 
SE TEE‏ مساويا -” » مع دلك 
2 = |( - )»| . 


قدمنا مفهوم الاتصال المنتظم بوصفه حالة أو نوعاً خاصاً - أقوى - من الاتصال النقطي . 
وههذا التناول إغاأ بقترح زه لکي تکون إلدالة متصلة بانتظام عل فثة ما فان هذه إلدالة 
جب أن تكون متصلة (نقطيا) عند كل نقطة من هذه الفئة . ويقدم الافتراض التالي النص 
الشكلي بهذا الموضوع . 
مفرضص 5.1 : 

إذا كانت الدالة ۴ متصلة بانتظام على الفثة 0 وكانت ه نقطة منتمية إلى 0 فإن ] متصلة 
عند 4 . 
البرهان: 

لا يوجد تقريبا ما نشبته . نكتفى بيساطة بكتابة تعريف الاتصال المنتظم باستبدال × ب × 
Xn‏ تك 


إدا کان 0< ع پو جد عدد موجب 8 بحیث انه لأي × ى 2 يۇدى 
f0 -fa|<: dl |x-a|<8‏ )1( 
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ومن هنا ووفقاً للتعريف تكون ؟ متصلة عند ه. 

فى الرهان السابق أغفلنا نقطة صغيرة» هى افتراضنا في تعصريف f)«(‏ ,imا‏ أن 
تكون النقطة ۾ هي نقطة داخلية في نطاق 1. hy‏ 
؛. ومع ذلك فهذه ليست مشكلة جدية» لأنه يمكننا الاتفاق على أن التضمين (1) الذ 
بكون الفكرة الرئيسية للاتصال عند ه يتطلب فقط كي يكون ن 
أ أي فقط لقيم × التي تکون عندها ٤)×(‏ دات معن . وهده هي المسز الأخرى لتعربف 
الهاية والتى استخدمت في سبق عند مناقشتنا المختصرة للهايات من ناأحية واحدة والاتصال 
e‏ 

وعلى الرغم من أن المفترض 5.1 يبني العلاقة بين الاتصال النتظم والنقطي» فإنه يطرج 
سؤالا أكثر عمقأً: هل الاتصال النتظم هو خحاصية أقوى من الاتصال النقطي؟ أم أن كلا 
متها ينتح من الآخر؟ . ولكي نجيب عن هذا السؤال يجب علينا أن ننظر نظرة أكثر قرب لا 
نعنيه بفشل الدالة في أن تكون متصلة بانتظام في فئة ©. مجحب أن ندرك أننا في مناقشة 
الالن = x f(x)‏ = ))1 م نبين أا عر متصلتن ڪڪ ا 

R۸ R۸ - )0(‏ عل الترتيب. لقد استعرضنا فقط أن احتيارنا ل 8 کان معتمدا على 
النقطة a4‏ . وهذا ليس مكافئا للطريقة التي تبين أنه لا يكن تعريف 8 مستقلة عن ه. لقد 
فشلنا حى الآن في اثبات أن هاتين الدالتين متصلتان بانتظام على نطاقيهاء وفشلنا في اثبات 
ثىء ما لا يعني أنه غير صحيح أو خطأً. ولكي نتدبر هذا الأمر نعطى أولا منطوقا دقيقا 
لنفي (ati0عne)‏ الاتصال النتظم . 


تعر بف 5.2 : 
لا تكون الدالة ٤‏ متصلة بانتظام على الفغة 0 إذا وجد عدد موجب *= بحيث إنه لأي 


لن مو جس 0 ہو حح عد دال مک ٤ x‏ 1 عفقال : 


f(x) (| ZE ¢ |x m~ x < 8 


مغال (أ) 5.3: 


لکكى نبين أن ×= («) ليست متصلة بانتظام على ۸ نستخدم 1= ٠‏ كا 
بى : لأي علد 0 مو جس اا العددين 
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× = ×| ولکن: 
e») - fy) = |, * <| |, > <|‏ 
ll |>1‏ + | 
وبذلك فإن ؟ ليست متصلة بانتظام على 8). 
مال (أً) 5.4: 


£ 1 
! اا ج کک ا : : 
کي جن اك ب =( ليست متصلة بانتظام على [1 ,0) نستخدم 


1 
ج = .إذاأعطى أن 0>8>١‏ أخز x = Vê‏ 


و 
8 
- ۷8 =ر× لاحظ آنه ما أن ق۷ > 8 یکون 
آ[ > ,×> ×> 0. عغندئذ قۋے -— = a x, x‏ 
A A‏ 
اد* = کا = f) - f)|‏ 
اد ,×| 
2 
> 
VS Vê‏ 


2 
وبدلك فإن ٤‏ ليست متصلة بانتظام على [1 ,0], 


وهناك بعض الحالات يؤدي فيها الاتصال عند كل نقطة م نقط فة ما 0 إلى 
الاتصال المتتظم على 0. والنظرية التالية تعطي مثل هذا الشرط وهي النتيجة الهم في هذا 
الباب . ويلاحظ عمق المنطوق من حقيقة أن اثباتنا له يستعين بمسلمة أصغر حد أعلل 08 
ونظرية هاين _ بوريل . 
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4 


شر 


حطر به 5.5 : 
إذا كانت متصلة على فترة مغلقة [ط ,ة] فإنها تكون منتظمة الاتصال على إط ,ه|. 
الہ هان : 
فغرض أن ] متصلة على كل ء في [ط ,4]» ونفرض أن 0<ء . ولكل ء في 
إا .ة] نختار 0< 1ة بحيث إل: 
2 
8> | - ×| يدي إلى = > |( - ۵9| 


e‏ ندرس تجمع المترات المفتوحة: 


4= {e - e c+ ): € [a [( 


. 


امي 


حل ٤‏ ف la, b|‏ توجد فترة في 4 مركزها ء وبالتالي فمن الواضصىح ان 4 هو غطاء مفتوح 
اعترة [ط ,ة]. ووفقا لنظرية هاين - بوريل يوجد مجمع جزئي نهاثي (عاا«ا؟) من 4 يخطي 
E‏ ولنقل : 


Ö 0‏ 
min { e 2‏ = ڄ. والان إدا كان lx, - x | <e‏ فإن ,× موجود في 


احدی الفترات ١‏ فی (2). ولذا فلبعض e‏ یکون < |x ~c|‏ . ويذلك فإان: 


| 5 o = |) > x +۳ x, +۳ (| 


ھکل ! لحار نا للعد .8 یکون: 
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o) =f) < > 9 [f - fel < > 
: تما يؤدى إلى‎ 
f(x) . (| > f(x) ت‎ f(c)| + f(x (e) e 


وبذلك فإن ؟ متصلة بانتظام على .[a, bj‏ 
وحتى الآن كانت كل أمثلتنا على دوال متصلة بانتظام متميز بخاصية أن منحنياتها ذات 
وميل المنحني» فالتعريف يتطلب أن یکون الفرق الرآسی (ر×)٤‏ - (×) صغیرا طالما كان 
الفرق الأفقى ر× - ,× صغيرا بدرجة كافية. وفي الحقيقة إن مثل هذه العلاقة سنشتها 
عندما نناقش المشتقة. غير أن هذه العلاقة تتحقق في اتجاه واحد فقط» موجودة وسنقدم ٠‏ 
الرهان عليها سنبين فيا بعد أنه ليس من الضروري أن يكون لمنحنى الدالة ميل محدود لكى 

مشال ۰5.7 


ندرس الدالة ×۷ = («) على [0,1] . وعلى الرغم من أن للدالة ٤‏ ماسا رأسيا 
عند 0= × فلا يزال للدالة اتصال منتظم عند [0,1] لأن؟ متصلة في كل نقط الفترة 
e N OS OI‏ 
مرينا جيدأ للاختبار (انظر تمرين 4.5.7). 


4 المعيار المتتالي للاتصال المنتظم 


(The Sequential Criterion for Uniform Continuity) 


ينص المعيار التتالي للاتصال على أن الدالة المتصلة تتميز بخاصية تحويل أو رسم (اقتران) 
(n8اممaص)‏ متتاليات تقاربية من النطاف 2 إلى - في (ه٤١1)‏ متتالية متقاربة في المدى. وهناك 
ييز مشابه للاتصال المنتظم يستخدم متتاليات كوشى بدلا من المتتاليات التقاربية. 
نظر ية 5.6 : المعيار المتتائى للاتصال المنتظم : 

إذا كانت ؟ دالة و 0 فئة جزئية محدودة من ۸ فإن المنطوقين التالبن متكافئان: 
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ا4( متصلة بانتظام على 5 . ) 
ذا كانت ؛ متتالية کوشي في 7 فان ا)1 هي متتالية کوشي. 


الرهان: 


نفرض آن (1) صحیح › ونفرض أن ؛ متتالية کوشی في 2 وان 0< :ع . عندئل يوجد 


ندد موجب 8 بحیث إنه إذا کان ر×, × في 5 فإن 
x) < 5‏ ب lx‏ يۆدى إلى 8> f(x) f(x))‏ 
وحیث أن ء متتالية کوشی. بمکننا اختیار ۸ بحيث إن: 
m,n < N‏ تۆودى إلى 8< ls, -s|‏ 
0 
f(s) f(s )| < E‏ طالا كان N‏ <0 
وبالتالي فان _ ((6)) هي متتالية کوشي. 


وبالعکس نفرض أن ٤‏ ليست متصلة بانتظام على الفئة الحدودة 5 . الل یو حل علد 
مرحب "ع بحیث یکون لکل ۸ من ۸ سیوجد عدداں Ss‏ ی 5 مققان: 


(f(s) — f(t) 


E ls, —t 


ا 
و ي 
}1 


وا ال ([ لوده فان نظر يه بولتزانو - فرشتراس تضمن وجود متتالية حرئية تقأربية ے۶ 
وليکن 1 lim Ss a‏ وما أن SÎ‏ متتالية صفرية و: 


n 3k (n) ٤ 
ik o) 7 Sk a) F (n) 7 Sk o 
.11٩۾ بنتح من النظرية 2.3 أن 1 > رې أ‎ 
. (لاحظ أن 1 قد لا تكون منتمية إلى © ولكن ذلك غر ذى أهمية)‎ 
: والآن نعرف المتتالية سا كا يى‎ 
{5o °“ رما ر( “ ى‎ 
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وبذلك يكون ل س النہاية اء وهكذا ووفقا للنظرية تکون » متتالیة کوشي في 2 . ولکن 
کل ۸: 


(u,_,) ¬ fu) 


5 (5, 1) . Ct ر(‎ 


7 
ZE 


وبذلك فإن (Jj‏ 1{ ليست متتالية كوشى . بذلك لا يصح (أ) وهكذا يتم 
الرهان. 

في البرهان السابق لم نستعن بمحدودية 0 في إثبات أن (1) تؤدى إلى (1). ولذلك يكن 
استنتاح أن الدالة المخصلة بانتظام على أي نطاق تكون متتالية كوشى . وفي إثبات أن (11) 
تؤدي إلى (¡) استعنا بمحدودية 0 الى كانت ضرورية لتطبيق نظرية بولتزانو - فيرشتراس. 
ومن الهم أن هذا التضمين غير صحيح في النطاقات اللاحدودة. وكمثال مضاد يمكننا تذكر 
r‏ 0 ب ا ٤ ٣‏ 
أن f(x} = x‏ ا متصلة بانتظام عل IR‏ (مشال 5.3 (. ك f‏ ا (تقرل) )2p(‏ 
متتالية كوشي في متنالية کوشی ؛ انه إدا! كانت ك متتالية كوشى فإن ك تقاربية . ووفقا للنظرية 
4 فإن ”ك أيضا تقاربية . وبالتال فإن 


o 0‏ [ 
(6F 5 Sh‏ هي متتالية کوشي . 
وكا رأينا فإن المعيار التتالي للاتصال المنتظم هر أداة مناسبة لرهان أن دالة ما معطاة غير 


تماریسن 5.4 


1 أثبت أن ×= (×) ليست متصلة بانتظام على 8. 
1 ر 
eos | (| e‏ = (×) ليست متصلة بانتظام على [0,1) (ارشاد: عن 


¥ 


تتالية کوشی ء في [1 ,0) بحیث يکون 


(fs) = fs, _)| = 1‏ 
ا ت متصللة ماد 
ست ال )1 - f(x) = 2x‏ ليست متصلة بانتظام على 0[ 
4ے ایت أن × ١ه‏ = (») ليست متصلة بانتظام عل )2 0[ 
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5 أبن أن متصلة بانتظام على (ته ٤‏ 1]. 
۸ 

۲ أثبت أن ×۷ =(»)]؟ متصلة بانتظام على ( ¢ .cC< 0 ]c‏ 

7 أثبت أن ×۷ = (×)۴. متصلة بانتظام على (ه ٤‏ 0] وذلك بالاستعاسة 
بالتعريف 5.1 واختيار = 8 (قارن بالمثال 5.7). 

*_ أت آنه إذا کانت ] متصلة بانتظام على (a, b)‏ فان f‏ حدودة عل هده القترة. 

١‏ آثىت أنه إذا کانت ؟ متصلة بانتظام على [ط ٠],‏ ومتصلة بانتظام على c[‏ ,ا] فان 
؟ متصلة بانتظام على [ء ,3]. 

أثبت أنه إذا كانت ۾ ۴٤,‏ متصلتين بانتظام على 0 فإن ع +۴ متصلتين بانتظام 
على 0 . 

11 ۔ أثبت أنه إذا كانت f‏ متصلة فى (ط,ة) وكان ()؟ "اا1 »و ()؟ lim‏ 
موجودین فإنه يكن تعريف ۴ (أو إعادة تعريفها) عند a, Db‏ بحیث تکون متصله 
بانتظام على .[a, bj‏ 

lim ۔ ثبت أنه إذا كانت ؟ متصلة بانتظام على (ا,ه) فإن ()أ‎ ١ 


b- 
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المشتفة 


The Derivative 


Difference Quotients 


ندرس الدالة العددية ٤‏ التى محوي نطاقها الفترة المفتوحة حول العدد ه. أي أن ه نقطة 
داخلية فى هذه الفترة. نعرف ررداله ا لميل» Q‏ ا 


ر ی 


حيث 1ط فى الفترة المفتوحة ٠6(‏ 8-) التى تكون بدورها فى نطاق . إن دالة الميل هذه 
سمی خارح قسمة الفرق للدالة ۴ قرب ه. والتحوير المندسي هذه الكمية مألوف سابقا 
ا القارىء. طا أن QQ‏ غر معرفة عند الصفر› ولکن یلا بالطبع لا يعني عدم وجحود 
-بايتها عندما توول 1 أل الصفر. 
تعر یف 6.1 : 

يقال بأن الدالة ۴ قابلة للتفاضل (عاطهنا١هإء؟؟ال)‏ عند ه إذا كان ل ,© ناية عند 
الصفر. وق هذه العالة نكت : 


f(a) = lim Q (h) 
طج٤‎ 
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إن التجل الهندسى للاشتقاق يتبين فى ملاسة واتصال منحنى الدالة ؟ عند ه. على سبيل ٠‏ 
الال فإ الدوال كثبرة الحدود التى لا تحتوى رسومها البيانية على انكسارات أو أركان حادة 
تكون قابلة للتفاضل عند أي مکان (انظطر رين 6.1.2). 
ولكن دوال مشل |« ٠‏ |۷ غيرقابلة لللفاضل عند الصفر؛ لأن ٠‏ 
منحنيات هده الدوال غر ملساء. ۰ 
قبل دراسة هذه الدوال بتفصيل أكش» نسجل إمكانية استخدام التعريف 6.1 لتعريف . 
دالة رمشتقة» جديدة ۴ تكون قيمتها عند ۾ مساوية للعدد (ه)۴. فذا السب فإن نطاق : 
٤‏ يكون فئة جزئية من نطاق ؟. 
الدالة ۴ تسمى المشتقة الأول للدالة ؟. 
مشسال 6.1 : 


لنفرض أن |«×| = («×)؟ ونأخحذ 0= ه. ومن ذلك يكون لدينا: 


O + h| ~ |0| lh! 1l, If h > Û 


e =n‏ شقشققخشقق 
aaa a‏ 


Q, (h) = ل‎ 
١ h h -1, if h < Û 


3 


ولذلك فن (۸),@ ۹ا غر موجودة؛ إذ إن النہايتعن اليمنى اليسرى غر متساويتين. 
مثال 6.2: 

لنفرض أن إ|×إ|۷ = (٭)]. 

مرة أحرى نأخحذ 0= ۾ فيكون لدينا: 


V [0 +h - VO Vn 
h 


= (ط) OQ‏ 
h‏ 
vi 1 ۱ .‏ 
ذا كان 1<0 فهذا س = 
| ل شى يعطي (h) Wh‏ 07 
ا # ب ٤‏ 
و 0 lim a‏ إدا فان الغهابة البمنی أ Q‏ غر موجودهة . ومن ذلك فان QQ‏ ا 
h0)‏ 
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خرن هما نهاية عندما تؤول ٠‏ إلى الصفر. (النهاية اليسرى غير موجودة أيضا ولكن ليس من 
عسر وري برهال دلكڭ) . 
ملال 6.3: 

) 1 

ادا کأنت = .)x(‏ 

1 

ر أن (۴)0 غر معرّفة وهكذا فإن (0,)1 غير معرفة لآي ۸ . 

ادن )1(0 عر موجوده . 


فى الخال التالث نلحظ ضر ورة أن يون لعدد ۾ في نطاق ٤‏ لكي تکون الدالة قابلة 
اشتقاق . ولا يكفي أن تكون الدالة معرفة كيفياً عند 4. امال التالي يوضح دلك. 


مثنال 6.4 : 
ا 
2x + 1 lÎ Xx ¥ 3‏ 
x) =‏ 
3 ك jÎ xX‏ 4 
ا 
h( + 1 = 4‏ + 2)3 
e E‏ 
h1 h‏ 
وبالتالي فان 
lim h} =‏ 
e ٤‏ 
ومن ذلك ينتج أن الدالة ۴ غير قابلة لل شغاف عند 3. 


بدلنا هذا المثال نی و حوب أن س ۰ هي القيمة المناسة. إن اأعاأدة e‏ 
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حارج القسمة يزداد بدون حدود أي يؤول الى ت كلها كان البسط بعيدا عن الصفر . لمع 
هذا «الانفجار» لا بد أن يقترب البسط أيضا من الصف : 


lim [f(a + h) - f(a)] = 0,‏ 
hı)‏ 
أو ما یکافئهاء 
lim f(a + h) = f(a)‏ 
hz‏ 
النهاية الأخرة هده مكافئة للاتصال عند ه. هذا الاستنتاح قادنا إلى أول نظرية فى هذا 
المصل › والټي تعطي عاق یس القادلية للا شتقاف والاتصال . 
نظر ية 6.1 : 


إدا كانت ؟ قابلة للاشتقاق عند ۾ فإن f]‏ متصلة عند 4. 


الرهان: 
لنفرض أن 0< .٠‏ 
عا أن im Q,(h) = F(0)‏ نستطيع أن نختار عدداً موجباً 8 بحيث إنه إذا كان 
8 کے إط| فان : 


|0, (n)| کک‎ F(a) EI 


ونستطيع أب يضأً أن نختار 8 أصغر من ذلك إذا كان ضر وريا بحیث یکون : 


7 
< 


[f'(a)| + 1‏ 
الآن 8 > إط| تتضمن : 


f(a + h) — f(a) 


(ia + m) - f(a| = | | = |0| | 


< 1 |۴(a)| + |] ۳ TT . = چ‎ 
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lim f(x) = f(a) gy lim f(a + bh) = f(a) هذا الس فان‎ 
و‎ h~+f 0 


من السهل إثبات أن كل دالة قوى (آي: ×= (×)؟) قابلة للاشتقاق (انظر 
التمرين 6.1.6 أ) . من ذلك وباستخدام النظرية 4.6 لضرب وحع النايات الداليةء نستنتج 
ل داله كشرة ادود («i0oاfunc‏ اynomiaاPo)‏ قابلة للاشتقای عند کل نقطة من ۸ 


دف إعطاء أمثلةء نفرض أن القوانين المعتادة للاشتقاق والمدروسة في مبادىء التفاضل 
٠‏ التكامل قد برهنت . 
مثشال 6.5: 
نفرض أن: 
1 [ 
x sin if x Z# Û‏ 
f)) =‏ 
Û ٍ if x= Û‏ 


نؤكد أن ٤‏ متصلة عند أي نقطة . والنقطة غير العادية هي نقطة الأصل . 
وما أن 1> ¬ ( sin‏ فإنه ينتج بسهولة أن |×| کک f()|‏ ؛ وبالتالي فإن: 
him f(x} = O = f(0)‏ 
xJ‏ 


تم لغرض الاشتقاق. إذا كان ۶0× فإن: 


Q,(h) = 
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ی کل فة شو حه (© ٭* 8-) تح ال )> | sin‏ تاخد كل القيم اللحصورة 
بین 1 و 1- عدد لاائى من الرات . إذن فإن (ط)ر0 ”اا غر موجودة. هذا السب 
0جh‏ : 

فإن ‏ غير قابلة للاشتقاق عند الصفر. 


مسال 6.6 ' 


لنفرض أن : 


في هذه الحالة فإن عامل السعة × كافي لحعل ۴ قابلة للاشتقاق عند الصفر؛ لأن: 
f(0) = lim Q,(h) = lim h sin ( 0‏ 
n‏ )ج1 لاج 
عند ۶0× فإننا نستطيع الاعتاد على صيغ الاشتقاق الأساسية لحساب: 
1 1آ 
F(x) = 2x sin ( =) - e0 | =)‏ 


نستطيع استخدام هذه الصيغ أيضا لحساب اشتقاق الدالة ۴ أي الاشتقاق الثاني للدالة ۴ 
والذې يرمز له '۴. لا توجد أي مشكلة عند النقط ما عداعند الصفرء ولكن عندما 
1# فإن خارح قسمة الفرق للدالة ۲ هو: 
f (0 + h) - f(0) f(h)‏ 


Qj) = ا ل‎ 
: h 


al +) ا‎ 


من الواضح أن 0)١(‏ غرر محدودة عندما 1 تؤول إلى الصف وبذلك فإن نهاية 
Qh)‏ عبر موجودة . 


هدا السبب فإن ٤‏ قابلة للاشتقاق عند الصفرء ولكن ليس ها مشتقة ثانية عند الصفر . 
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أوجد لكل من الدوال التالية صيغة ل ]٠)×(‏ وذلك بتبسيط (0,)۸ وإيجاد نايتا 


SR‏ عندما یکون ۸ عددا صحیحا موجبا. 


س کے د( 

8 

f) = Vx ad 
(x +H) ~xj= (Vx +h — Vx (Vx +h ETS 


1 
ت ت (×)]. 


1 
.])x( = a شے ہے‎ 
1 
x) = V Ax + 1 9 


XK 
0= o “€ 


1 ره أن ای دالة كثرة الحدود ٣a‏ ج + ...+ ax‏ = (»×)۲ قاأالة 
للاشتقاق وأن 
.P’(x) = na x" + ... + 2ax + a,‏ 
الاتصال والقابلية للاشتقاق للدالة ۴ عند الصفر حيث› 
2 


Xx, if x> Û, 


x)= fj0 if x < 0. 


۔ اقش وجود کل من (۴')0 ٠... ٤۴')0( ٥‏ (۴۳)0 عندما تکون: 


x if X> Û 
))×( = 


0, 1f x = Û7 


و 1 عددا صحیحا موجبا. 
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5 - برهن أن المشنقة الأولى للدالة غير تناقصية وقابلة للاشتقاقء غير سالبة. باشل برهن 
أن المشتقة الأولى لدالة غير تزايدية وقابلة للاشتقاق ليست موجة. 


6- برهن القوانين الاتية للاشتقاق مع العلم بأن ع ,۴ دالتان قابلتان للاشتقاق. 
(f+g=f+g ~Î‏ 


(fg) = fg +g ب‎ 


f 1 (fg 7 f8) 

a aS ت‎ 

E gُ 

7 استخدم الاستقراء الرياضي لرهنة قاعدة لسنتر لامجاد المشتقة النونية لحاصل 


اضرب 
r 1 : 1‏ 
(fg) fg 1 | g8 1 ۴ 8 fg‏ 


1 ۴ a ےش ا‎ k 
س‎ ١ على المشتقة من الرتة ) للدالة ۲ و‎ ۲١ حيث يدل‎ 
.f{®% = f و«‎ (binomial corfficient) j| مفکوڭ ذات‎ 


2 قاعدة السلسلة Chain Rule‏ 
ا 
النتيجة التالية تسمى بقاعدة السلسلة وقد استخدمت كثيراً في مبادىء التفاضال 
والتكامل . وهی سمح لنا بحساب مشتفات الدوال التراكيية کحاصل صر اب دالتن . ل 
من البند 4.3 اننا نکتب تراک الدالتين ع٤‏ کالآتي: ع ١؟؛‏ أى أنه إذا كان × فى نطاق 

ع“ (٭)ع. في نطاق £ فإن: 


(o g) (9) = fle] 


في المناقشة التالية نفترض أن نطاق ۴ بحتوى على فترة مفتوحة حول النقطة (a)ع.‏ 
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نظر بة 6.2 (قأاعدة السلسلة) : 
إذا كانت ع قابلة للاشتقاق عند ه والدالة ] قابلة للاشتقاق عند (ه)عء فإن الدالة 
التراكکية ۾ ٩‏ ۴ قابلة للاشتقاق عند 4ء و: 
(fo 2)’ (a) = f [g(a] g(a)‏ 
الرهان: 


لنفرض أن (1) © هو حارج قسمة الفرق للدالة ع ١‏ قرب 4. ا 
حارح قسمة الفرق لكل من ؟ و ع و 


G () = g(a + h) — g(a) 


f [e(a) - t] - f [g(a] 


Fa) )( = ١ 


درس (۸) ,۵ على النحو الاق : 


(f o g) (a + h) — (f o g) (a) 
h 


Q, (h) = 


flea+m]-flea]  ga+h-g) 
g(a + h) ¬ g (a) h 
lf g (a + A) # g (a). 


0 ıf g (a + h) = g(a). 
ولا کون‎ gla+h) — g(a) ران لنشفرض أن † تدل عل‎ 
()ع = (ط + )ع وہذا التعويض يكون لدينا:‎ + | 
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IF (a + h)] - [g(a)| E 


Q {h) = n 
Û...... 
(1) G (h) 1f t # Û 
0 1f t= Û 


نظرا لأننا نريد برهان أن (),0 تقترب إلى ()'ع[(ه)ع]۴ ٠‏ يكون من الأسهل 
استحمال السطر العلوي من المعادلة (1). هذا السبب نقسم الناقشة الى حالتين: 
الحالة رأ) : 
نفترض أن (ة)ع < (۲ + ة)ع لكل 1ط في (048) ل (840-) = ,4 . إذن 
الصيعة العليا هي الوحيدة التى نحتاجها حتى نحصل على (ا) © "اا . ما أن ع قايلة 
. ()ج 
للاشتقاق عند ه فإن (ه)'ع = (0)ر6 سنا . استنادا النظرية 6.1 فإن ع متصلة عند 
I‏ 
ا وهكلا: 


Û zz lim a +h) ¬ ¢e(a)r za lim t. 
{8( 8 


im F, „, (O = lim F, «(O = f lea] 
عندما ۸ تؤول إلى الصفرء فإن نہاية حاصل الضرب (6,)۸ () ي ,۴ تساري حاصل‎ 
. صرب النهايتين‎ 
: ادن ينتج‎ 
im O,() = f [z(a)] g(a) 

اسحألة (ت) : 

لنفرض أن لكل 0 < 8 تحتوي الفئة (045) لا (40 8-) = ر۸ على بعض ٠*‏ 
حيث يكون (ة)ع = (۳ + هa)ع.‏ ولكل واحدة من هذه القيم ”1 يكون لدينا: 


124 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


ffa + hh”) — g(a 
6 (n) = ( ) ¬ g(a) 
hh" 


eee REE 

إذن فإن الصفر هو الاحتال الوحيد لقيمة 6,)١(‏ ”ا . ولا بد من وجود هذه 
بابة؛ لأن ع قابلة للاشتقافق عند 2. 

من تم 0 = (4)ع. بالنظر إلى (1) نستنتح أنه كلا اقتربت ا من الصفر يؤول كل 


ر السطرين العلوي والسفلى إلى القيمة الصفرية للنهاية. وهذا بالطبع يساوي 
]g)a([‏ ۴ء لأن 0= (a)'ع»‏ وذا نكون قد برهنا الحالة (ب). 


| برهن أنه إذا كانت ع قابلة للاشتقاق و1 عددا صحيحا موجبا فإن 
h(x) = l0J‏ لاا اق ,وات الصيغة 
.n'() =n [g0] g(%‏ 
1 ت و پے اس 
برهن آنه إذا كانت ع قابلة للاشتقافق فإن 7e‏ = («)ط قابلة للاشتقاق 
EA‏ 
(عندما تكون ۶0 (×)ع). 
(إرشاد: استخدم التمرين 6.1.1 ب). 
د أنه إذا كانت ع دالة قابلة للاشتقاق وذات قيم موجبة فإل 
(×)ي ¥۷ = (»)ا قابلة للاشتغاف . 
(إرشاد: استخدم التمرين 6.1.1 ج). 
ااي افرص أن f‏ دالة أحادية (ع«ه-ها-ع«ه) وأن م الدالة العكسية للدالة f‏ أي 
» = |[ ()۴]4 . برهن أنه إذا كانت ف و؟ قابلتين للاشتقاق فإن: 
1 


1" [%(a)] 
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5- استخدم الاستقراء الرياضي لتوسيع قاعدة السلسلة إلى مشتقة الدالة التراكبية من ٩‏ 
س الدوال: 


p0) = (f of, o... ofl x = f lf, bf )...1| 


3 نظرية القيمة إلوسطى The Law of The Mean‏ 
ي فس 
تؤكد الخلاصة الى أعطت هذا البند عنوانه أن معدل (أو متوسط) التغير لدالة على فترة 
یساوی بالضرورة واحدا من قيم نسبة التغبر ٤‏ لتغير اللحظى في تلك الفترة . إن التوضيح الفيزيائي 
(physical)‏ لذلك يكن أن يعطى كالآق: إدا قمت بقيادة سياأرة 0 ميل ی ساعتین فان 
سرعتك اللحظية كما تراها في العدًاد لا بد أن تكون 50 ميلد لكل ساعة على الأقل مرة 
واحدة خلال الساعتن . 

إن التفسر اندي لقسانون القيمة الوسطى (الوسط) مألوف لدينا من دراسة صسادىء 
التفاضل والتكامل . معدل التغير لدالة ؟ على الفترة [ط ,ة] هو ميل الخط الواصل بين 
نقطتي النهاية لمنحنى الدالة. . إا نسبة التغير اللحظية فتساوي ميل خط المماس في النقطة 
العينة على منحتى الدالة. ويؤكد قانون ا أن هناك نقطة ما على المنحنى حيث 
یکون اماس موازياً للخط المذكور أعلاه . (انظر الشكل 6.1). 

بالطبع لا نتوقع أن تكون هذه شام ما لا ی ا [ط ,4] . فعل 
سبيل المثال الدالة السلمية تكون مماساتها أ أفقية في أي نقطة. سنرى في بعد أن ملاسة 
(smoothness)‏ ) المنحني (أي فابلية الدالة للاشتقاق) شىء صروري لضان صحة هذه 
الخاصية. ولكن لا بد أولاً من بعض الأع|ل الأولية. 


نظر ية مساعدة 6.1 
إدا كانت الدالة قابلة للاشتقاق على (ط ,ه) وها فيمة قصوى نسسية ع۷إ)امم) 
extremum)‏ عند ر في (طا,ه)ء فإن 0= (س)؟. 
العرهان: 
من أجل التحديد نفرض أن (ا)؟ قيمة عظمى («ن«نجةس). ومن ذلك نجد أن 
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f)0( 


t2) 


شکل (6.1) 


fu + h( > f)(‏ کل( كانت u +h‏ في فترة صغيرة حول سم . إذن فإن بسط 
() © لا يكون موجباً عندما تقترب 1 من الصفرء والذي يؤدي إلى: 


f(u + h) — f SÛ, If h>0, 
یں‎ 
h z0, if h<0, 


اذن كل] اقتربت 1 من الصفر»ء يكون الاحتال الوحيد لقيمة النهاية ل (ط) 0 هو الصفر. 
عا آنا افترضنا أن ۴ قابلة للاشتقاق عند سء فإن هذه النهاية موجودة : 


f (p) = lim h) = 0.‏ 
im Q,(h)‏ )م( 
من الواضح أن نفس الناقشة صحيحة عندما تكون (س)؟ قيمة صغری )۳1٣1۳1۳٣(‏ . 


نظرية مساعدة 6.2 (نظرية رول): 


إذا كانت الدالة ؟ قابلة للاشتقاق عل (ط,ه) ومتصلة على إا ,ة] 
0= (ط)f‏ = »f)a(‏ فإنه توجد نقطة م في (ط ,ة) حيث تكون 0= (م)۴. 
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المرهان: 


إذا كانت ٤‏ هي الدالة الصفرية» فإنه من الواضح أن الاستنتاج يتحقق إد يكن اختيار 
أي عدد في (ا ,) ليكون س. لنفرض أن ٤‏ ليست الدالة الصفرية على (ط )a,‏ . بماأن ا 
؟ متصلة على [ط ,ة] فإن النظرية 5.2 تضمن لنا أن ٤‏ تأخذ قيمة عظمى وقيمة صغرى فى 
[ط ,3] . وعلى الأقل فإن إحدى هاتين القيمتين القصوتين ليست صفرأ (لأن ٤‏ ليست دالة | 
صفرية)» وهکذا فإنا لا تحدث عند ۾ أو ا. إذن ۴ ذات قيمة عظمى أو قيمة صغرى عند أ 
نقطة داخلية ولتكن س . باستخدام النظرية المساعدة 6.1 نستنتح أن 0= (س)؟. 

من المفروض ملاحظة أن نظرية رول تعطي النتيجة الموضحة في الشكل 6.1 في حالة 
خاصة وهي عندما تقع نقطتا النهاية للمنحني على حور السينات؛ إذ إن الخط الواصل بين | 
النقطتين ذو ميل مساو للصفرء هذا السبب بحثنا عن نقطة يكون عندها اماس خطا أفقياء ٠‏ 
أي 0= (م)٠‏ . نعمم الآن هذه النتيجة للحالة العامة حيث لا تكون قيمة الدالة عند | 
نقطتي النهاية بالضرورة صفراً. 


نظر ية 6.3 (نظر ية القيمة المتوسطة ) : 
إذا كانت الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على ( ,ة) ومتصلة على [ط ,ه] » فإنه توجد نقطة 
مي ( ,ھ) یکون عندها 


)1( سا لے = (u)‏ 
الرهان: 
لندرس الدالة © والمعطاة كالاق : 
f(b) — f(a)‏ 


(x) = f(b) — f(x) ~ | (b — x). (2) 


(b ~~ a) 


عن ترکيب جيري خطي من الثوابت وکشرات الحدود من الدرجة الأول ومن » نستنتح من 
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رلك أن 0 متصلة وقابلة للاشتقاف كلا كانت ۴ متصلة وقابلة للاشتقاق . 


بالفعل نس نستطیہ اشتقاق الصيغة (2) لنحصل على : 
f(b) ~ f‏ 
1 و ی دو 
b— a‏ 


عوض عن × بالنقطة ه ثم ط في (2)» فنجد أن 0= (ط) = (a)م‏ . فممذا السبب 
فان نظرية رول تؤكد لنا وجود م في (ط ,4) حيث 0= (ع)'طل . باءٌ على (3) هدا 


f(b} — ff 
AL (4) 


Db — a 
.)1( من الواضح أن هذا يكاقء‎ 


كل| برهنا نظرية على الشكل «إذا كان 8 فإن »٥‏ فإنه من المستحسن أن نعطى 
و توضح أن كل جزء من المعطى ضروري لصحة الاستنتاح. E E E‏ 
التاليتين : 


مشال 6.7: 


لنفرض أن |إ«| = )۴ على الفترة ]-1٤1[‏ . بالرغم من أن ٤‏ متصلة على 
٠ ]-1 41|‏ نرى أن استنتاح قانون القيمة المتوسطة لا يصح ؛ إذ لا وجود لهاس أفقي 


fl = !x| 


شکل (6.2) 
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مثأل 6.6 


تفرص أن [×] ¬ × = (×)ع على [0,1] » حيث إي] دالة کر عدد صحيح . 
بالرغم من أن ع قابلة للاشتقاق على (1 .0) » فهي غر متصلة على [0,1] . مرة أخرى 
فإن فقدان الاس الأفقي هو السبب في عدم صحة قانون القيمة الوسطى (انظر الشكل 
63 . 


g(x) = x ¬ [x] 


شکل (6.3) 
إن قانون القيمة الوسطى للمشتقات ذو أهمية كبيرة لا يكن حصرها فى كلمات قليلة. 
وسنقدم في النتائح والنظريات التالية بعضا من نتائجه. 
إن النتائج 6.3 أ 6.3 ب هي الأساس في مفهوم التكامل غير المحدود. 
نظرية 6.3 أ: 


إن الدالة القابلة للاشتقاق والتي يكون تفاضلها مطابقا للصفر على كل الفترةء لا بد أن 
تكون دالة ثابتة على تلك الفترة. 


الرهان : 
لنفرض أن ۴ قابلة للاشتقاق وليست ثابتة على فترة ما. إذن توجد نقطتان ط,ه ف 
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Ra IE O TT 


لمترة حيث يكون ((٥)؟‏ # (ة)۴ . بتطبيق قانون القيمة الوسطى للدالة ٤‏ على الفترة 
la, b|‏ > نحصل على نقطة م في (ا ,4) حيث إل : 


f(b) — f 
ی‎ 


b — a 
هدا السبب فإن ۴ لا يمكن أن تكون دالة صفرية على الفترة الأصلية.‎ 
: حه 6.3 س‎ 


تلف دالتان قابلشان للاشتقای عل فشرة ما بقيمة تابتة إدا كانت مشتقتا الدالتين 
مساویتین على تلك الفترة 


الرهان : 

لنأحذ ع ٤,‏ دالتين بحيث يكون 'ع = ۴ » ثم نطبق النتيجة 6.3 على دالة الفرق 
ہنا چ حا 

تبن النتيجة التالية كيف يلعب قانون القيمة الوسطى دورأً فى تحديد أين تكون الدالة 
جه 6.3 ج : 

إذا كانت الدالة ۴ متصلة على [ط ,ة] وقابلة للاشتقاق على (ط ,ه) وإذا كانت اشارة 
| غر متغرة على ((ا ,هa)‏ » فإن f‏ دالة مطردة على إط ,ة]. 


الرهان : 


لنفرض أن ۴(0 لکل × فی (ظ ,4)» ولنفرض أن ر× × نقطان في 
إ١.ه]»‏ لنقل ا> ر×> ×> ه. استناداً إلى قانون القيمة الوسطىء توجد نقطة 


2 


: حیث يکون‎ a Xx) ٤ ۲ 
f(x) . (x,) = 1 )( (x . x<) > 0 


هذا السبب فإن ٤‏ غر تناقصية على [ا ,ه]. 
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وبال إذا كانت 0> ()۴ على (ط,ة) فإن ۴ غر تزايدية على [0 ,ه]. 


هنالك رموز ختلفة لقانون القيمة الوسطى EOE‏ نافعة في بعض الأحيان. على 
سبيل المثال: إذا كانت ۴ قابلة للاشتقاق في فترة مفتوحة حول ه4» فإننا نستطيع تطبيقق قانون 
القيمة الوسطى على الفترة [× ]a,‏ (أو [ة ,×] في حالة 4> »×) وتنحصل على لإ بن 


×و@ جيث. 

I(x) = f(a) + f'(p) (x ~ a) 
تكمن أهمية هذه الصيغة في أنه إذا كانت قيمة الدالة معروفة عند ه وكانت نسبة تغرها قرب‎ 
.1 معروفة أيضاء فإن هذه المعلومات تستخدم لحساب قيمة ؟ عند نقطة أخرى ختلفة عن‎ 


وهناك نوع من المسائل أقرب إلى النموذجي حيث يستخدم قانون القيمة الوسطى لبناء 
متباينة تحتوي على دوال فابلة للاشتقاق . يتوضح ذلك في النتيجة التالية . 


مفترض 6.1 : 
أدا كان 0 <> فإأن ×> × ,S10‏ 
الرهان: 
إذا كانت × "اء - × = (»×) » عندئد للقيمة م ي (× ,0) یکون: 
(x) = (O) + fp) (x ~ 0)‏ 
Û + (1 — cos D(X).‏ = 


وهکدذا» 


SIN X = X — X COSpL. 


XxX ~ S§INn XxX = X COS Hl, 


إذا كان 51> × »فان 1> س >0 وبالتال فان 1[ 2> مە > 0 . ونستنتح 
أن × > × زى . إذا كان 1< × » فإله من الواضح أن ×> 1> »١ك‏ 
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استخدم نظرية القيمة الوسطى أو نظرية رول لبرهنة المسائل التالية : 


iH 


إذا كان x<0‏ فإن ×> (× + g)1ه!.‏ 


A 
.V1+x<1+ (>) فال‎ XxX#O ۾‎ X> —=[ ادا کان‎ 


2 


X 
x >1) 4 إذا كان 0< × فإن‎ 


3 ks 2 
.€ (b~ a) <e - e < e" )h - a) اذا کان طا >4 فإن‎ 


xX 
„, س‎ < Arclan XxX < Xx فان‎ X> Û ù f 
(1 + x) ا ا‎ 
X < aresIin XxX < فا(‎ () 

اذأ كان 1> × > لا قال SSS‏ 
Vl me ٠‏ 
اکان 4 a‏ + "× _ ۾ + "× ,ج = (×)۲ دالة كشرة الحدود 
ومعاملا عا ھی : 

a Af ad, 

Cpa E 
n + 1 11 2 


فإن امعادلة 0 = (»×)۶ فا جذرواحد على الأقل في (0,1). 
اذا كانت معادلة كثشرة الحدود 0= )۶ ذات » من الحذور الحقيقية المختلفة» فإن 
العادلة 0= »)۲۶ فاع الأقل | - k‏ من الحذور الحقيقية المختلفة . 
دا كانت : 
)x( =‏ 
Û, if x<0‏ 
فلا وجود لدالّة ۴ حیٹ ٤)١(‏ = (٭)۴ لکل × في . 


إذا كان ل1 مشتقة محدودة على الفترة (ط,ه)» فإن؟ متصلة بانتظام عل 
.{a, b)‏ 
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Cauchy’s Law of The Mean نظرية كوش للقيمة المتوسطة‎ 4 


إن التفسير اهندسي للنظرية 6.4 هو نفسه لنظرية كوشى للقيمة المحوسطة (شكل ٠)61‏ 
ولکن ف هله الحالة يکو انحن معطی ممعادلات سارامترية (وسيطية)» ولنقل | 

)ع = «u y= ۴)6 ٤×‏ حث [bا>)<4.‏ 
نظرية 6.4 (قانون كوشي للقيمة الوسطى): 


إدا كانت کل من ,ع متصلة عل [ط ,ة] وقابلة للاشتقاق على (ط ,ه) ؛ وإذا 
کان ۶0 ()ع لکل ا في (ط,4) » فإنه توجد نقطة م فى (ا,) يكون عندها: 


(u) f(b) — f(a) 
8)) gh) - (8)ع‎ 


الرهان: 
أولا نؤكد أن (8)ع < (0)ع . إذ إنه باستخدام قانون القيمة الوسطىء توجد نقطة 


اي (٥ا‏ ,ھ) حٹث: 


g(b) — g(a) 


b - ۾‎ 


g(t”) = 


r E U N OOM CME TOT OMERI EO TPN IN, EET O E Co OOO ETO POET OEP EEN CEPE E EE EPI LEGO OEP ET CANORA, ME O MOLTO CE E RRM EEN E O O ا ا‎ . 
5 


ومن الفرض ۶0() ع . إذن ()ع < (ط)ع . نعرف دالة ۵ على [ط ,ه] 
بواسطة الصيغة: ٠‏ 


f(b) — f(: 
p(t) = f(t) — f(a) ~ | e Î |g) g(a) |. 
g(b) ¬ g(a) 


كما في برهان نظرية القيمة الوسطى. نتحقق من أن 4 تفي بشروط نظرية رول ونستنتج أن 
هناك نقطة س في ( ,4) حيث يكون 0 = (۳) ۵ . نحصل على المطلوب بأخذ المشتقة 
الأول للد ألة ۵ والتعويض عن ا بالنقطة ۳ . (شده التفصلات مطلوبة في التمرين 6.4.4( . 
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إن احدى نتائح الاتصال الميزة هي خاصية القيمة الوسطى (نظرية 5.3) والتي تقول بأنه 
إدا كانت الدالة متصلة على فترة ماء فإن أي عدد بين قيمتين للدالة في مداها يكون أيضا في 
مداها. لاحظا أن هناك أمثلة لدوال تكون مشتقاتها دوال غر متصلةء ولكن كا تؤكد 
لخلاصة التالية فان مشتقات الدوال من هذا النوع تتمتع بخاصية القيمة الوسطى . نتذكر 
من التمرين 6.3.9 أن الدالة السلّمية والتى لا تتمتع بخاصية القيمة الوسطى لا يكن أن 
نكون مشتقة لأية دالة. 


نظر په 6.5 : 
إذا كانت ٤‏ مشتقة أولى لأية دالة ۴ في فترة ماء فإن للدالة ۴ خحاصية القيمة الوسطى على 
هذه الفترة؛ أي أنه إذا کان ۲ عددا بين ()؟“ (ط)؟ » فإنه بوجد عددس بين 4 ,طا 
بحيث يکون ۲ = (س)ا. 
الرهان : 
لندرس الدالة 4 والمعطاة بالدالة × - (×)۴ = (×)) . عندئد: 
Û' (%) = F'(«) r = f(X) — r‏ 
هذا السبب فإننا نبين أن نوضح أن 0= (س) 4 لبعض م بين ه4,ط. (نفترض من 
أجل التحديد أن ط> ه). با أن # دالة متصلة على الفترة المغلقة [ ,ة] » فإنها تأخحذ 
القيمتين العظمى والصغرى فى إ[ط ,ه]. إذا أخذت Q‏ قيمة عظمى أو صغخرى في 
(ا ,4) نكون قد وصلنا إلى الاستنتاح» ذلك لأن النظرية المساعدة 6.1(انظر صفحة 126 
تضمن أن دالة صفرية هناك . وهمذا يكفى أن نتجنب حدوث القيمتين للدالة # العظمى 
والصغرى عند نقطت النهاية . هناك شرطان لحدوث ذلك : 
أ - (۵)4 هي نهاية عظمى و (ط) ۵ هي ناية صغرى» أو 
ب (8):# تكون هي صغرى و (ط) * هي ناية عظمى . 
فى الحالة ((» 
(a + h) — @ (a)‏ ¢ 
0 


¢ '(a} = lim 
hû” h 
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لأن (ط+0)a‏ )© و 
%(b + h) - %{b)‏ 
> ل ل |j‏ = (ط)'( 
h4+Û" h‏ 

ولکن هده تؤدى إلى 5۲1 f(a)‏ و 51 fb)‏ > وهو ما يتنافقض مع الفرض 
بان ۲ بین (۴)4 و (۴)۲. وبالثل فى الحالة (ب) يکون لدینا ۲= (ه)؟ » ۲< (ط)]؟ . 
هذا السبب فإن ۵ ذات قيمة عظمى أو صغرى عند نقطة معينة عم فى (( ,) والتى يكون 
عندها 0= ۲~ f)‏ = )0 

نلاحظ في النظرية 6.5. أنه ليس من الضروري أن تكون الاعداد ة وط نقطى نهاية 
للفترة التی تکون علیها ؟ = '۴. 

وبالفعل ان جرهر خاصية القيمة الوسطى يكمن فى أنه لأية نقطتين ه,ط ولأى ۲ 
تحصورة بين (4)] > (۴)۲ فإن الدالة ؟ تأخذ قيمة ۲ لنقطة بين 4وط. جدير باملاحظة 
أن دالة هذه الخاصية لا يكن أن يكون ها انفصال قفزة (و"نز)» أي أن الطريقة الروحيدة 
الي يكون يها ٤)٤(‏ = (×)؟٣ا‏ غير صحيح هي أن تكون النهاية غير موجودة من ٠‏ 


جانب واحد أو من جانبين. 
قاريين 64 


1- للفرض أن 6 هو الرسم البياني: 


a,x =t y= 4 O<t<1} 


أوجد عدد س في )1 ,0( حيٿ يکون اماس للمنحني 6 موازياً للمستقيم المار 
اله لتقطتن )0 (0Û,‏ (1 ,1(. 
2 برهن أن E TT f(x) = [x]‏ لأية دالة على فترة تحوى عددين 
3 لفرض أن: 
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xX 
ا‎ 1f x 7# Û, 
x | 


GQ ڪ,‎ 1f x = Û. 


= ()8 
برهن أن (×)ع ليست مشتقة لأية دالة على أية فترة تحوي الصفر. 
_ أعط التفصيلات التامة لرهان قانون كرشي للقيمة الوسطى » (نظرية 6.4) ودلك 


متابعة برهان قانون القيمة الوسطى (نظرية 6.3). 


5 صيغة تايلو رمع الحد الباقى Taylor’s Formula with Remainder‏ 


في هذا البند نرجع إلى فكرة طرحت في البند 6.3 وهي أن نظرية كوشي للقيمة الوسطى 
أعطتنا طريقة لحساب ٤)×(‏ وذلك بمعرفة (ه)٤‏ و (س)۴ لنقطة ا بين 4و× . 
نفرض أننا نريد تقريب ‏ بواسطة كثرة الحدود ذات الدرجة الأولى على فترة ما حول 4. إن 
لدالة الى رسمها البياني مماسأ لمنحني الدالة ؟ عند ه تكون أحسن تقريب» وباستخدام 
المادىء الأولية للتفاضل» نجد أن كثرة الحدود يكون : 


P {x) = f(a) + f(a) (x ¬ a) {1) 


لنفرض أن ] ها مشتقة ثانية '۴ حيث نرغب في اخحتيار كثرة الحدود من الدرجة الثانية 


قريب أ. 
ادا أخترنا: 
i‏ 
P(x) = f(a) + f'(a) (x — a) + 2 ~a), (2‏ 
فان : 


1 


P,(a) = f(a), 
P, = f(a), 
P(a) = F(a). 


۴, عند النقط القريية من 4. وبالتحدید فإن لنحنیات‎ ٤ ذات منحنی مشابه نحن‎ E 
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و الارتفاع نفسه عند ة» وكذلك اليل والانحناءنفسها. الآن لنفرض أن ] هامشتقة ' 

من الرتمة ١‏ ونريد. تقریب | بکثرة اسصدود : من الدرجة „HH‏ باتباع الاجراءات السسأيقة» 
نختار : 
لر 


۴ ( 
P (x) = f(a) + f(a) (x ¬ a) + ... + (~a) (3) 


عنشدهامن السهل التحقق من أن (ه)؟ = (۴,)۵ .» (و)'۴ = )a(‏ ۴ 
و P™(a) = f(a) < e‏ : من ذلك نرى أن P,‏ هي تقريب جيد للدالة ؟ عند 
ا في حالة الدرجة الأولى» يشر قانون القيمة الوسطى بأننا نحصل على 
التساوي بالضبط عند حساب التفاضل عند نقطة س بدلا من استعال ۴)a(‏ کےا فی ,۴, 
من المحتمل الحصول على التساوى فى حالة الدرجة ١‏ وذلك بالتعويض عن )1 
بالقيمة (س)"؟ لقيمة ما س شتارة بشكل مناسب والتي تقع بين ه4,× . وهذا 
بالضبط ما تؤكده النظرية التالية. | 


نظرية 6.6 (صيغة تايلور): 


نفترض ؟ دالة حيث ٠" "> .... ٠۴ ٠۴‏ دوال متصلة على [ط ,ة] و ٤"‏ موجودة ٠‏ 
على ((ط ,ة) . عندئل توجد نقطة م في (ط ,4) حيث يكون!: 


f(b) = f(a) + f'(a) (b — a) + 2 (b — a)“. 


2! 

4) 

a) AD 1 | 

۰ 2 0-a)" a) (b — ) 

المرهان 

رص أن مڄ عدد حقی 

f(b) = f(a) + f(a) (b ~ a) + 
5 
٣ )( =1 Kk , . 
Te 1y (b~a). 


نرید إثبات أن )= (س) ۴ لبعض في ( ,4). نعرّف ۵ بأنما: 
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Q(x) = f(b) — f(x) — f(x) (b — x) — ( ` ) n %)َ e 
9 (6) 
ree | -» (ar )e-" 


ستطيع التحقق من أن 4 تفي بشروط نظرية رول (هذه التفاصيلل مطلوبة في التمرين 


O‏ وهذا يتضمن وجود س ف (a, b)‏ خث 0 = %'(u})‏ : خد lT‏ الأرل 


{1} 


FTE 


ر هان نظر ية 6 تنقصهة دعص التفاصيل › ولكن له هي الطر يقة دمسها الي تم ہا برھاں 
النطر يات 3 و06.4. ویعتر إعطاء لہ التفاصيل را جیدا (وصر وره رياضية) (انظر 


ماريسن 6.5 


| - أكمل التفاصيل فى برهان النظرية 6.6. 


1+ ×۷ . (حد 0= ه ف العادلة (4)). 


^ استخدم صيغة تايلور للحصول على كثررة الحدود من الدرجة إالثالثة تقر يي 


.log {1 + x) 
اہ استخدم صيغة تايلور للحصول على كثرة الحدود من الدرجة السابعة ا‎ 
„SIN X 


.٠" استخدم صيغة تايلور للحصول على كثرة الحدود من الدرجة 1 لتقريب‎ - ٠١ 
برهن آنه إذا كان 0<× > فإن:‎ ۲ 
2 2 
X X 
LEO 3< <1+x+[ Je 
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7- برهن أن ع عدد غير قياس . 


(ارشاد: حذ فى صيغخة تايلور =٥‏ (»)؟ » 0= . 1=( وافترض أن 
= » واضرب الكل في !(1 - )١‏ حيث 4<ه). 


L’Hopital’s Rule Jly ةدعlê‎ 6.6 


مد حاب آبة مشحفة تاعا ماية غار القسمة حیث اانا بول كل من بسظ ويقأم ' 
خارح القسمة إلى الصفر. اذن التعبير > لا يعتبر غريباًء إذ نعرف أنه قد تكون لناية | 
هذه القسمة أية قيمة (أو ربا تكون النهاية غير موجودة). ببساطة ندرس 2×x/3×«‏ » 
2x/x e XK‏ ×/ |(٭/1) ]x sin‏ عندما توول × ای ا بالرغم من أن کاڈ 
مهاعلی شکل ج إلا أن النہايات الثلاث الأولى هى و0 وه على التوالي. 
بين الحالة الأخبرة لا تؤول إلى اية . النتيجة التالية تعطينا طريقة مبسطة لحساب مثل هذه 
الغپايات. 


نظرية 6.7 (قاعدة هوبيتال) : 


ادا کانث ع ,ا دالتين قابلتين للاشتقاق في فترة محتوي على u Eg(xXJZO 9a‏ 


وإدا كانث 
lim f(x) = lim g(x) =‏ 
9 
f‏ 
a =1‏ 
فن 
im‏ 
xa 8 (x)‏ 
مل حطظة ٠‏ تکون حح لہ النتيحة ٤‏ حالة استدال 0 نہ E‏ أو im‏ أو 
lim‏ أو سنا . بإمكان قيمة النهاية ا ان تکون ۵ + أو #- حيث تظل النتيجة 
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الہ ھان : 


الفرض أن × قريب با فيه الكفاية من ۾ حيث خلال الفترة بين ,× تکون کل من 
| .ع قابلة للاشتقاق و 'ع لا تكون صفرية . استنادا إلى قانون القيمة الوسطى لكوشى. 
۾ حد نقَطة ر بين ه4 ,× حیث يکون: 


1)) _ (pe) 
gE (x) gE (p) 


اح ان 0 = .(fa) = g(a)‏ 
یا ان م بن Xs @A ¢4 X,a‏ فإن ذلك يتضمن ۾ ج pp‏ ومن ذلك : 


0 


I ۳ 
xa Ê (X) ua E (P) 


من الواصح أن ull‏ السايقة 4 نطق عل النهابات من الحانب الأيسر» ومن إالانب 
وکاله ااي أما الحالة التى تكون فيها س ڃ × اا ف 
ستخدم الدالة الساعدة ل = () ونستخدم قاعدة السلسلة والحالة السابقة : 


1 
(0 ا‎ (=) 
L = lim [im 
e E e (1) 
ES 
- f (UDI 1 f'(u) u(t) 
= 1I = HIN اا‎ 
. - g(VD/t 0 g (u) u(t) 
(f o u)’ (t) (f O u) (t) 
ج د‎ pF 1 س سے سی ی یی‎ 
(g O u)’ () (g O u)(t) 
r) 
f (x) 
¬ lim ————_ = [ım 
tial} 1 } اف‎ 8 (x) 
N 


الرهان فى حالة « - × يتم بالطريقة نقسها. 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


مطلوب في التمرين 6.6.1 تفاصيل الالة الأولى إذا استبدلت 1 به أى أن: 


f (x) ۱ TG) _‏ 
lj mS E‏ ۲ س سسس 
xa 8 (x)‏ يدي إلى gE (x)‏ ۰ 
بنبغی أن تکون تطبيقات فاعدة هویتال معر وفةه لدی الطالى من مبادیء التفاضل 


والتكامل . . نوضح استخدام هذه القاعدة في الأمثلة التالية : 


مثال 6,9 ۰ 
ا ا 
(x 1) ٠‏ [ × 
نلاحظ أن (log x)‏ س 
)1 Dڵ-K(“`‏ عفق فروص فاعدة هو یتال . 
أدن : 
8 
Xx‏ 
o‏ 
x1 . e Î 1‏ 
مثسال 6.10 ` 
cos x)‏ — 1( 


أحسب 0 o‏ 3 بعد تطبیق قاعدة هسوبیتال مرة واحدة لا يىزال 
أ1 e1‏ 
للا الشكل 0 وبذلك نطبق قاعدة هوبیتال م : أخرى . وحود النهاية في التطبيى الان 
بؤدي إلى وجود النهاية في التطبيى الأول والذي بدوره يؤدي إلى وجود النهاية. (وهذا أيضاً 
صحيح لعالاقة التساوي) . 


وتظهر الحہہابات عل النحو الات 


1 ~ ¢cOS X ٍ Sin xX 


im = ım 
«~~ xi} 2X 
im ®S* 
سس ]ت‎ 
x) 
1 
7 
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wk hk E E i iS Si Ei eS DTS E O ER O REE E“ e U DIT TS E E GR a a ا‎ 


ى حالة اعادة التطبيق لقاعدة هوبيتال كا فى المغال السابقء من الضروري أن نتأكد في 
0 ا e‏ 
دل مرة أن لدينا التعبير - وإلا فإن فروض النظرية غير محققة وبالتالي نحصل على 
بنائح خاطئة . لندرس اخالة التالية : 


ملال 6.11 
أحسب 2 اا . عض فی الحل کالاتی 
x2 (× - 2×(‏ 
x x2 2x ~~ 1‏ 
lım 2 ST‏ 
XxX — 2x x AX — 2‏ 2× 
lim Nl‏ = 
٤‏ 2 س 5 
(2x - 1(‏ 0 
التساوية الأول صحيحة ولكن (2 - lim 2x‏ لا تساوي 8‘ وبالتالي نحسب 
۰ 3 س4 ٠ ٣‏ 
| هله النهاية بواسطة النطرية 4.6 کالاتی : ر . . دا الست فل 


التطبيقات المتكررة لقاعدة هوبيتال قد تقود إلى إجابات خاطئة . 


نوع آخحر من الشكل غير المحدود يشمل خارجح قسمة حيث كل من البسط والمقام يزداد 
تدون حدود. باختصار نشر إلى ذلك «ه/»» هله الظاهرة نقابلها عند تحديد حط 
التقارب الأفقى asymptote‏ لحني دالة مامثل: 9 = 
« د × فإن كل من البسط والمقام يؤول إلى ١ه‏ ولكن من السهل أن نرى أن خارج 


علدما 


= ر مرة أخحرى نواجه الشكل »/» مرة 
أخحری» وليس من السهل إبجاد قيمة النهاية عندما * × . نستطيع استخدام قاعدة 
“هوبیتال كا سنرى في النظرية التالية» لااد مثل هذه النهايات بواسطة مشتقات ع و× على 


XK 


لتوالى نما يعطينا » = 1 .lim‏ 


+A 
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نظر ية 6.8 (نظرية هوبيتال) : 


ٳدا كانت ع ٤,‏ دالتين قابلتين للاشتقاق فى فترة تحوى العدد ةو 20 (×)'ع» وإذا 


: انت‎ 
im f(x) = lim g(x) = © (1) 
ر‎ 
(x) 
lim ۽[ س‎ (2) 
xa 8 (x) 
: فان‎ 
f 
u (3) 
xa E (x) 


ملاحظة : إن التفسير نفسه الذي أعطيناه في حالة a‏ جس × یستخدم هنا ک| استخدم في 
النظرية 6.7 والذي يقول بأن النتيجة صحيحة في حالة النهاية من الحهة اليمنى والنهاية من 
الجهة اليسرى وكذلك من الحهتين؛ أيضافي حالة + »× أو »× . كاانه 
کن استیدال ]ب + أو ه-. 


الرهان: 
جت و + x»‏ 


يوجد ”× كبر مما فيه الكفاية حيث إنه على (ء ,"۸) لا تكون قيمة أي من الدوال ؟» 


8 € £ صعراً. لکل × أکر من "×" تضمن النظرية 6.4 وجود نقطة م في (N”, x)‏ 


د 


Fu) FON) Of | 
gE () E (x) N" 
g(x) — g(N”) ا‎ ) 


ي س | 
: | ے 0 
1 


D1 | 


gE (x) g () 
1 (*( 
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e. werr "em mr lm 


IMD IND _ EN 
Ere 


_ f() - (x) i (x) 8 (x) Î 
0 f (N) f(N®) 
1 E 


f(N)  8(N® 
Eg 
f (N 
1 - { ا‎ 


من (2) نعلم أن العامل الأول في الطرف الأیمن سیکون قریباً من 1 كلا احتیر *۸ كبيرا با 


فبه الكفاية . إذن نستطيع إثبات أن (3) صحيحة برهنة أن : 


g (N)  f(N”) 
g (x) f (x) 


(N) 
a 


ولکن هذا ينتج مباشرة من افتراضنا أن : 


lim f(x) = lim g(x) = o. 


f 0‏ ت 
لاحظ أنه أولا اختر "× بحيث إنه كلا كان "×۸ < س فإن ا یکول قسر یا 
من 1. إذن بعد تشيت N”‏ نختار × أكر من × حيث إنه كلا كان ×<×N‏ > فإن 


الكسور في (5) تكون قريبة من الصفر. 


مشال 6.12: 


أحسب {log x) x‏ imا‏ عندما یکول hn4 E€EZ>Û‏ ا صحي امو جا 
نجري الحسابات التالية: 
(log x)" n (log x)"‏ 
س lim‏ 
xê Î‏ ¢ 
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n (log x)" Î 


= lim 
gE x 
1 
n {n ~ 1) (log x) ( ~( 
َ x7] 
n (n ¬ 1) {log x) 
DD oo o-oo 
× ع 2ت‎ 
n! (log x) 
= lim 
E XK 
= 0. 


إل التساوي الأول اه ومر بواسطة الشظرية 6.85 ¦ اما التساوي الثاني فهو أعادة كتانة 
جرية فقط . وقد استتبع ذلك بتطبيقات أخرى للنظرية 6.8 تم بإعادة كتابة جبرية وهكذا, 


مثال ۰6.13 


Fk 


X 2‏ 
احسس lim‏ علدذما بکون H‏ ا ey ey‏ بإاعأدة تطیی النظرية 


€ 9 چس 


8 عددا من المرات يساوى 1 نحصل عل : 


هناك أشكال أخرى غير محددة مثل “0 وه و0. ». ولكن هذه الأشكال لا تتطلب تنوعا 
أخر لقاعدة هوبيتال» بدلا من ذلك يتم حساب هذه الأشكال بإعادة كتابتها فى أحد الأشكال 
غر المحددة السايقة. 

نوضح هذه التفنية في المثالين التاليين . 
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ا لنفرض أن "× = لر ومن ذلك 


"× 
. بتطبيق النظرية 6.7 للكسر الأخصس نحصل على : 


& t 
X اخ‎ 


(log x) 


2 


= ر ع0ا 


= lim {—xJ)=0 
i xs) + 
2 


ر 


ل 


: io lim (log x {) 
lim y = lim e =e ا‎ 
Xa f}+ xs 4 


2 س 1 
تاا 8= — +1 


. لندع م تاحذ ا قيمة 9 من الأعداد 
الصحيحة فقط. يكون * م قسمة دالتين قابلتعن للاشتقاف وبذلك نستطیع تطبیق 


1 1 1 
loge (1 + ٤ ا‎ ( 2 
1 3 (1+ 
liri س‎ — lim 0 
X00 1 ا‎ 1 
¥ 1 
ا‎ 
= lim 1 
ړو کک‎ 
1 
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lim logy =1, 


i e 


bG E ces E. SE I as 3 


ومن ذلك 


1 
imn yzg =e, 


ور 


اريس 06 ر ب ر ا ا ر ا 


1_ عط تفاصيل لبرهان النظرية 6.7 في الحالة الآتية: 


E‏ صا تضی م ون 
xed E (x) x~+>a g(x)‏ 
5 : 
احسب النايات التالية فى التمرينات من 2 إلى 18: 
2 
X‏ 
lim | ETS Î 2‏ 
[log (1 + 51‏ ڇڪ 
3 
x — x + 6 Î‏ | 
ِ ب lim‏ 
+x +5‏ + 
¢oS x‏ + 1 
4- ڪڪ ım‏ 
S11 Zx‏ 3 
col X‏ 
ltr “5‏ 
log x‏ اا 
x — 3x +1 Î‏ | 
lim ِ‏ 
×2 د × ې x1‏ 
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ج : 

lim {x log x) 

gt 

SIR X 

lim 4 3 
xel) + 


lim (sec x — tan x) 
AT 


i mr 


2 


1 
lir (cos 5: } 0 


x] 


8 A 
lım ج‎ 


ر ج لجسل 
علل ما یکول 3 علدا ص ححا موجبا. 


۳ 2 
1 xe ~— Şin X 
lim ™ 0 
ا‎ SIN x 


[ Og x 
rm e SS دإ‎ 
۰ x ¬ qx + 3 


1 


e TFT 


X 
lim e 
1 — cos x 


T7]‏ جز 


- t1 
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a Fain‏ اي 


الفصل الساسحع 


تکامل رمان 


The Riemann Integral 


1 جامیع رمان والدوال القابلة للتکامل 


Riemann Sums and Integrable Functions 


إن الموضوع الرئيسى هذا الباب مألوف للطالب في منهج مبادىء حساب التفاضصل 
والتكامل» حيث يقدم عادة التكامل بالاستعانة بالمجاميع العليا والسفلى. 

وهنا نطور النظرية انطلاقا من تعريف محتلف. يستخدم غطا أعم من المجاميع المقربة. 
وف البند 7.3 نبين أن تكامل ريمان الذي نستتح مکایء لتکامل داربو (×uهطه)‏ الذي 
بعرف بواسطة المجاميع العليا والسفلى . 

وهسكا e‏ اا بالاستفادة م سحقيقة ا بعص خوراص التكامل a‏ دسسهسولة یسا 
الاستعانة بمجاميع ريمان في حين يكون من الأسهل اثبات بعض الخراص الأخرى بالاستعانة 
بمجاميع داربو. i‏ دا التناول E‏ نعطی سرهانسن للنظرية ااا ٤‏ حساب 
التفاضل والتكامل وشی النتيحة الق تسىس للترابط بین المشتفة والتكامل . 

نفرض آن ؟ دالة بحتوي نطاقها الفترة المغلقة [ط ]a,‏ . والتجزیء (٣٥ان٤اه۴)‏ ۲ للفترة 

[ا ,ة] هو الفئة العددية ‏ __ × ٠‏ التي تحقق المحباينات : 

 a=XKSK <S... SK #D‏ ویعرّف معیار (norm)‏ التجزيء ۲ الذي يرمز له بالرمز 


|| بأنه: 


iS1 
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|P| = max lk x | '. KEICI E cn}. 


د ن ران الخزثية للفترة ]a, ١[‏ » يكون طول أكرها هو ٣۴||‏ || » 
" احزئية أ × ,_*] تسمى بالفترة لجرئية رقم » (المحددة سالتجزيء ۴). وی کل 

FE‏ 2 ال نختار عددا ولیکن پا في ٤×‏ ,_×] ونکون 
اس 


P(f. wı) = 2 E(u) (%, = x 


ويسمى هذا المجموع بمجموع ريان للدالة ‏ على fa, bj]‏ . ومن بعض ما نعلمه عند 
حساب التكامل نستطيم فورا معرفة أن P(f, w)‏ يعطي تقريباً مساحة المنطقة بين منحنى 
الدالة ‏ والمحور الأفقي (بالطبع» إذا كانت ؟ غير متصلة في [0 ,ة] فقديكون من 
الصعب التفكير في منحنى ] بوصفه يشل حدودا ثل هذه المنطقة . 


وهناك تفسیر آخر يتمیز بأنه حال من 0 أو الصورى وهو أن )ا P {f,‏ 
مشا ل من «القيمة المتوسطة» للدالة ۴ على [ط ,هة] . ويمكن ملاحظة ذلك فيا لي : 


ي 


i= =A ZR KE 
| (=1 (b ~- a) 


(X7 Xj 


وفي الملجموع فان کلا من الصور (ا)۴ مضروب في الكسر (ba)‏ 

الذى يشل جزءا كسريا من [[ ,4 حيث اختيبر فيه العدد س. وبذلك فإن اللجموع هو 
المتوسط الموزون للقيم ٤ ..... ٤)‏ (ط)؟ من مدى]. ثم نضرب هذا المتوسط 
اموزون في الطول الكلي للفترة [ ,ة] لنحصل على مجموع ريمان (س ۲)٤‏ . ولذا 
فمن الطبيعي أن نتوقع أن (ه - ) ۲)۴٠٠(/‏ يعطي متوسطأً لقيم الدالة ٤‏ على 
[ط ,ه] . ويكون هذا المتوسط مثابة أفضل دليل لسلوك ٤‏ إذا كان التجزيء ۴ محدد فترات 
جزئية «صغيرة» فقط ولذا سنختر سلوك (م )٤,‏ ۴ عندما يؤول |إ۴|| إلى الصفر. 


تعریب 7.1: 
يقال بإن الدالة ۴ قابلة للتكامل وفقا لرعان على [ط ,] إذا كان: (س,۶)۴ هنا 
pll¬0‏ | 
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وا 
موجودة» وفي هذه الحالة يرمز إلى قيمة النهاية بالرمز | ا وتسمی بتکامل ران 
للدالة ۴ على [ط ,4]. 


وقبل الاستمرار في دراستناء بجحب الاعتراف بأن هذا التعريف لا معنى له في الوقت 
الحاضر؛ لأن مفهوم النهاية (س ,ع)۲ "اا الذي بني عليه التعريف هو مفهوم جديد 
فاماً علينا. وهى بالتأكيد ليست مايه متالية كا نما ليست نهاية دالة؛ لأن (س ,۴)۴ 
بست دالة فى التغير |إ۴|| . ولتقدير هذا التأكيد الأخيء نأحذ في اعتبارنا حقيقة أن لقيمة 
معطاة ||۴|| يكن أن توجد كثبر من التجزئيات للفترة [ا ,ه] التي يكون طول أكبر 
راتا الجزئية هو |۴| . على سبيل الثالء يكن مجزيء الفترة [0,1] بالتجزيئات 


الختلفة التالية: 
1 
PP =0 — «— C1},‏ 
3 1 1 
P= {0G CG € ¢1‏ 
٤ ( 3 2 4 }‏ 
2 1 2 1 
P= 104 = Cn (Go C(— CIF,‏ 
1 3 2 5 5 ( 
lS SE e‏ 1 
وعندئذ فان ج = |ا۴|| = إار۴/| = اار٣‏ او 


وعلاوة على ذلك فلكل جزيء للفترة إ[ط ,4] له المعيار المعطی |۴| توجد طرق كثرة 
لاخحتار الط uh‏ فى الفترات الحزئية ال .١‏ وبالتالي فإن قيمة |إ۴|| لا تحدد 
اتعريف السابق . 
تعريف 7.2 : 
تعنى المقولة «آ= (م ۲)٤,‏ سصنا» آنه إذا كان 0< :ع فإنه يوجد عدد موجب 8 
Ipll-+0 :‏ 
بحيث يکون لکل جزيء ۶ للفترة [a, bj‏ بمعياأر 8 > |۲| ولي احتيار للنقط 


٤ k= 1...‏ × ,]€ ,»]) تحقق المتباية 
.|P(f, pw) 1| <e‏ 
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وعادة يكون التحقق المباشر من وجود الناية (س ۲)٤٠,‏ "اا على مثال مدد أمرا ي 
أ 


pl ab 
غاية الصعوبة. غير أن هذا التعريف للتكامل  ۴ ل زات ایا نة ایر‎ 
النظرية. وفي البند 7.3 ستشبت صياغة مكافئة للهاية (س )۲۴ ”نا أسهل في‎ 


ip l¬0 


اد امیا للتحقق من قابلية تكامل أمثلة خاصة من الدوال. ومع ذلك ففى الرقت 
الحاضرء نستطيع اختبار قابلية التكامل لثالين بسيطين. 


مثأل 7.8 ' 


إذا كانت ۴ دالة ثابتة على [ط ,ه] ولنقل =٤‏ (0] » فإن ] قابلة للتكامل عل 


لاا ر @-ھe T=‏ . 


i Biu a Ci 


ولاتہأات هذا التأكيد نلاحظ أنه لأي مجموع من جاميع رمان یکون : 


P(f “u) = 2 C (k= x) = C 2 (= ×) 


= C(x ¬ x) = C{b ¬ a) 
وبذلك فإنه للعدد المعطى 0< ء فإِن الحتباينة:‎ 


ع > |( - ط)٤‏ - (س |٨)‏ نتحقق ببداهة. وبذلك فإن 


| „lim P(f, pu) = C (b ~ a) 
| |p| 0 


مسال 7.2 ۰ 
إدا کان : 


1, 1f x€ 0, 


g(x) = 
0, if x ¢ Q, 
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a E ES LR e a‏ ا 


ون ۾ غير قابلة للتكامل على أية فترة [0 ,4]. 
ا (b ~— a)‏ .ر e‏ 
انات أن ع لا يكن تكاملها نأاحذ a‏ = ع ۋىسىتەحسدم كثافة الأعداد 
غباسية (المنطقة) والأعداد غر القياسية (اللامنطقة) . لاي نجزيء ۲ aE‏ 
عږ ی کل فررة حرئية حددة ذا التجزیء ۲ - بالضرورة - على على أعدأد قيأاسية وأعداد غر 


بسية» ولتكن : 


[x‏ ج [X1 4 Xj 4 u‏ = حیث Mr ER ٤ r‏ ف اہ 


P (g, w') = 2 E (u) (% — x) 


P(g, u") = 2 E (i) (xX, سس‎ XJ ا‎ 


۾ تیا أن الفرف بين العددين P(g,” o PC, u)‏ هو a)‏ - () مر e‏ فلا 
حد ذلك العدد 1 الدى يمكن أن يكون الفرق بينه وبين أي مجموع من اللجموعين أصغر 

م ك . وبذلك فإن الہاية (س,ع)۴ "اا غر موجودة» ومن ثم فإك ± 
سر قابلة للتكامل ف lpia) [a bl‏ 

الرمز جل (×)؟ مألوف فی حساب مبادیء ك والتكامل للرمز إلى فيمة 
لتكامل . وعلى الرغم من أننا نستخدم الرمز المختصر ؟ ۲ فى مناقشاتنا النظرية» فإن 
مز الأطول f(x) dx}‏ له ميزة خحاصة عند العمل على دالة معينة. ولا جب أن 
E NE‏ استخدام هذا الرمز ي الأمثلة والتأرين. 


ارين 7.1 


أثبت في التارين من 1 الى 5 أن ۴ قابلة للتكامل على ف فترة نطاقها [ط ,ة] وتحقق من 


مةه | 
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ا غلل ]0,1[ ۾ تکون: 


ص 
ر 
“r‏ 
1 
س | یخم سر | دم 
“8 
ai.‏ 
جسم 
| 
ص 


3 o پر‎ 4 : f 
د‎ 
6)») = a f= 0 
0 , في آي مکان اخر‎ 
عل 2 ,0 تکون:‎ 4 
1 : (SxS, 2 
f(x) = “| f= m1, 
-2 , ]>X×X52; ١ 


5- على [0,2] » تكون: 
0Sx<l]l;‏ ,2 
f(x) 5 , x=], “| f= 3.‏ 


0 , 1<x <S2; 
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۔ ثبت أنه: إذا كانت ۴ قابلة للتكامل على [0,1] . فإن: 
k 1‏ < 1 | 
im, “2) “(=| f.‏ 


اتان 


]0, 1[ معطى أن × - ۷1 = ()] وا قابلة للتكامل على‎ ٠١ 
3 1 
DTT أ‎ f 
11 k= 


٠‏ معطى أن = («)؟ و؟ قابلة للتكامل على [1 ,0] أثبت أن: 


lim > = f. 


k=1 k — 3n Û 


2 الخواص الأساسية 


با أننا نتعامل مع مفهوم للهاية جديد كلياء يجب البدء بإثبات نتائح أساسية مشل 
٠‏ حدانية قيمة النهاية وخاصية الانغلاق الجحرى . وخلال.هذا الباب سنختصر عبارة f«‏ قابلة 
سنكامل وفقا لريان» إلى ١‏ قابلة للتكامل». وف الأبواب الأخبرة سندرس غطا آخر من 
کاملات» غير أنه حتى الحين لا جب أن ينشأً أي سوء فهم هذا الصدد. 
بطر ية 1. 7: 

b 

إدا كانت الدالة ٤‏ قابلة للتكامل على [ط ,هة] . فإن قيمة آ ا وحيدة (unique)‏ . 
الرهان : 

نفرض أن 1= (م ۲)٤,‏ "نا » ولیکن [ عددا لاا يساوي 1 . نبين أن [ لا 


Ilpi0 
1-J a ۴ 
وحہٹ إل ع هھيو‎ E ~ N باستخدام‎ P(f, j) من أن ا نپاية‎ 


2 
صف المسافة بين [ 14 ينتح أن الفترتين YJ (I—sectf+e) {J —e“J +e)‏ 
سشاطعال . 
157 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


وعندما يكون ۴ تجزئيا للفترة [ط ,ة] بعيار ||۴/| صغبر بدرجة كافيةء فإن (س ۴)٤,‏ 
نكون في الفترة (ء + 41ء - 1) وذلك لأي اختيار للأعداد ‏ _ إس) .عندئذ 
(م )۴ ليست في (ء+31,:-[) ولذافإن :< إل- (س )| مھاکان 


| صغيرا بأية درجة. ومن ثم فإن: (س ,)۴ ”نا لا يكن أن تساوي [. 


lpia 


مقترض 7.1 : 


ادا E‏ الد اة :1 قابلة لتکامل على la, bj‏ فاب [ سیل وده عل دہ ألفترة . 
العرهان : 


نفرض أن ؟ معرفة» ولكنہا ليست محدودة على [ا ,ة] » ونفرض أن 1 أي عدد. نؤكد 
انه مهما كان العيار |۴| صغيرأًء فإنه من الممكن اختيار ‏ ,_ ل) ‏ بحيث يكون 

P(f, u) | < |1 + 1‏ وهذا ما بؤدی إلى التالى : 1 < 1 - PG, u)‏ . فرض. 
EP‏ مجزيء للفترة [ط ,] عندئذ فإن ٤‏ يجب أن تكون غير محدودة على الأقل عل 
احدى الفترات الجزئية المحددة بالتجزيء ۴ ولنقل» الفترة [ي×؛ ,_,×] 
ول k۶"‏ » نختار لأعداد ليس الي تحقق التباينات 


×> لط > ,_× ١‏ بأية طريقة. 


k 


وھکذا حددنا العدد: ( × - )|( 2 + 


والآن نستعين بلا حدودية ۴ على ٤×‏ ,_×] لاختیار س بحیث إن. 


f) (Xx 7 x» J) >1+ I + 2 f) (x = XK). 


وبذلك فإن الحد رقم ٠‏ يكون الحد ذا التأثر الأكبر في المجموع (م ,۴)۴ . ونحصل على ٠‏ 
1 + ا1ا < |( )۴| . ومن ثم فن (س )۴ "نا لا یکن آن توجد ولذا ' 
فإن ۴ ليست قابلة للتكامل على [ط ,ه]. ا 


نظر بة 7.2 : 


إدا كانت کل من £ دالتين قابلتين للتكامل على إ[ط,ة] » وکان » عدداً ما فإن | 
ع +۴ و اء أيضا قابلتان للتكامل على [ط .4]. وعلاوة على ذلك فإن: 
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الرهان : 
نفرض أن 0 < ع ونختار العددين الموجيين ٠8,‏ ,5 بحيث أن: 


b 
P(f, w) -[ f < 3 يؤدي إلى‎ |۴| > 3, 


tb 
ط‎ (8, i) — ا‎ E = يؤدي إلى‎ |٣| > ر‎ 


«الأن نعرّف (ر8 ,8) «نص = 8 . وهذا يضمن لا آنه إذا كان 3> || ||٥۴‏ قإن: 
e) = 2 [1) + 2 (| (x = ×‏ + 3 )۾ P (f + g,‏ 
(f + ٠ (|‏ 


۰ ١ f () (x, = x) : 


2 N R= 8 


>| em - f |+ |e - f ا‎ 
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ومن ٿم تکون ۾ ٤+‏ قابلة للتكامل و: 
+g) = f + f 0.‏ 


وتكون قابلية ٤ء‏ للتكامل واضحة إذا كان 0=»ء ولذانفرض أن ۶0» ونختار ة 
|٣| > 8 Ne‏ يؤدى إلى: 


£ 


b 
Pew] f< 
١ 
عندئ 8> ||۴|| يؤدي أيضا إلى:‎ 


b : b 

P (cf, =e f مسد‎ 2 cf (0 (x e f 
b 

< lel Z f (u) (x, = x, e 


< |¢ (6 / 1 


ويذلك فإان ؟ =e f‏ 


وتنتح الآن قابلية ع -۴ للتكامل من الحالتين السابقتين بالأخذ في الاعتبار 

f + cE‏ مع = ھ 

وعلى الرغم من أن النظرية 7.2 قد صيغت وبرهنت لمجموع دالتين» فإنه يمكن تعميمه) 
على مجموع "” من الدوال بالاستعانة بالاستقراء الرياضي (انظر تمرين 7.2.5). وهناك نوع 
حر لخاصية الجمع يكن إنباعها لتكامل ريمان. ففى النظرية التالية نأخذ في اعتبارنا دالة 
واحدة فقط ولكن تکاملها بحسب على فترتين متجاورتين ومن ثم ہمعم النتيجتأن . 
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نر ية 7.3 : 
إذا كانت الدالة ۴ قابلة للتكامل على [ط ,ة] وعلى [ط ,] فان ۴ قابلة للتكامل على 


9 E 
= f + f 


الرهان : 


آي تجزیء ۶ عل ]a, c[‏ مدد التجزیئین ر۶ ,,۶ على [ء,ط] و[ ]a,‏ على الترتيب 
۾ ادا ل تكن ا[ إحدى نقط التجزيء ۲ فازه يكن أن تکولك موجوږودة بین × x‏ حیث إٍ 
هو أصغر عدد صحیح بحیٹ یکون b= x‏ 


٤‏ جموع رمان (م ۴)٤,‏ » نختار العدد لم من [Xj _ 19 x]‏ »> وقد يكون لديا إما 


: Mı [b, x] ت ا أو‎ [X1 bj 
بف الحالة الأولى يمكننا أن نكتب:‎ 
ا3‎ 
P(Ê ) = 2 fu) (x, = x, + f (u) (b = X_,) 


- f(b) (x = b) + f (u) (x, — b) 
+ f(b) (x — b) + > +) (x = × ( 
= P,(f, w) + [f (u) = f(b)] (x, — b) + P, (f. o) 
وبالثل» إذا كان م في [× کا ان نکب‎ 


P(f, u) = P, (f, u) + [f(u) = f(b)] (b = x) + Py (f, 


وإذا كانت >K‏ (×)۴ في [ا ,هa]‏ تحصل في كل من الخالتين عل : 
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P (f, pu) = P, (f+) — P, (f, | < 2 k III 


x = b <x —x_, SP 0ط و‎ - × >× ¬ × > |٥| لآن‎ 


j7i 1-1 


وإذا كان 0< : فإن قابلية ۴ للتكامل على [ط ,ه] وعلى [ء ,ط] تمكننامن اختيار 


عدد موجب 8 بحيث إن 5> |أر۴|| . 5> |ار۴|| يؤديان إلى : 


b . : E 
P, (f) = J |> )ر‎ = | > 

ويمكننا أيضا أن نختار 8 أصغر من ذلك إذا تطلّب الأمرء بحيث يكون 
£ ن ت 
>8 . الآن وما أن 
(6K)‏ 1 لان وما أن: 


PsP‏ ۰“ اار۴ ری آن: 


5 > |أ۴| يودي إلى : 


P(, p( — (f {+ َ 1 > P(t. u) ~ P, (f, o) =~ P,(f, 5 
Pk. 0 J | 4 P(t 1 


<2k |p| + + = <8 
۲ 


ومن تم فإن: 


b cC 

lim P(f, u) = | f+ f 3 

l0 ١ م‎ 

والخاصية التالية مشامة (مناظرة) للمفترضين 2.2 و2.1. وهناك أيضاً نتيجة مشاهة لنهايات 

الدالة . والفكرة العامة هى أننا اذا حسبنا نهاية صيغة ما محدودة (من أعلى أو من أسفل)› 
فإن نفس الحد بحد أيضا قيمة النهاية (انظر أيضا تمرين 0.2.4 . 
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نظر ية 7.4 : 


ٳذا کان کل من ع ٤],‏ قابلة للتكامل على [اط ,هa]‏ وکانت ()ع > ()؟ لكل »× 
ى [b,هa]‏ » فطن: 


الرهان : 


في البداية ندرس الحالة التي تكون فيها (×)] مطابقة للصفر. عندئذ تكون 

0< (س ,ع)۴ . وإذا کان -1٤1>0‏ = »٠ء‏ فليس من الممكن الحصول عل 

۾ > |1 - (م ,ع)| + لأن البعد بين (م.ع)۲۴ وين 1 يساوي على الأقل |1 
(أنظر شكل 7.1). 

والآن ندرس الحالة العامة الى فيها تكسون ۴ دالة اخحتيارية قابلة للتكامسل 
۾ (x) = g&(X)‏ 

h(x) = g(x) — f(x») عرف‎ 


من الواضح أن 0 < (»)ط. ووفقاً للنظرية 7.2 تكون ط قابلة للتكامل على [ط ,ة] > 
وهذا فإن الحالة الأولى من هذا الرهان تؤكد لتا أن: 


0< f n= f’ e-9 = f اک‎ f 


كان أحد التفسبرات المررة للتكامل هو نهاية المتوسطات الموزونة لقيم من مدى ؟. وعند 

ال متوسط فئة كبرة من إالأعداد كن تغير قيم قليلة دون تغير المتوسط كثيرا. وهذا 

صحيح ل (س ,۲)۴ ولقيمة التكامل الناتج» أي أن (×)] يكن أن تتغبر عند عدد 
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محدود من الأعداد × ف ظط 8] دون تغيير قابلية ٤‏ للتكامل أو قيمة تكاملهاً. وقد وضصحت 
هذه اشاصية ف عارین 7.1.1-7.1.5. 


نظر به 7.5: 


نفرض أن ؟ دالة قابلة للتكامل على إا ,4] وأن (۴)۸ = (×)ع لكل النقط في| عدا 
عند عدد محدود من النقاط في ٥[‏ ,] » عندئذ تكون ع أيضا قابلة للتكامل على إ[ط ,ه] 
ويکون | = ا 
الرهان : 

يكفي أن نثبت النظرية لتلك الخحالة التى تحتلف فيها ع عن ؟ فى نقطة واحدة بالضبط فى 
٥١‏ ,8] ؛ لأنه يكن جعل ! تتغير ١‏ تغيرا بتغيير قيمتها فى نقطة واحدة وتكرار عملية 
الاثبات ١‏ مرة. ولذا نفرض أن (×)؟ = («)ع لكل قيم × في [ط,ه] فيا عداعند 
نقطة واحدة وهي < أي لكل قيم × في la, bj} 7~ {zZ}‏ > ولي تجزيء ۲ يکن أن توجد z2‏ 
عل الأكثر ف فرتین جریتن ( شد تکون 7 زز صلة مجزیء)» (X_, xj ٤‏ ۰ 


أب × × علدئذ فإن: 


| en- f= pen-enenm-= 1 
| > 2 [| (u.) )س( س‎ (X7 Fp) 
. 

4 P(. 0 ا‎ f 
> 2) = 2| «= xq 


+ 2(2) = F2) (pq 7 *) 


f P(t. 2 ۲ ا‎ 
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< 2ع‎ . ۴(2) (2 Pll) 
+ Pm f f 


£ 


دا کان 0< ع نختار ةق 
f()|)‏ - )2| 4( 


'بضا نختار 8 صغيرة بدرجة كافية بحيث يؤدي ة > |أ۴|| إلى: 


b 1‏ ۹ . ۳ 4 
' > | أ - |۶٠.‏ . وبالتعويض عن ذلك في السطر الأحير من (1) نجد أن 
+ > ۶| يودي إلى : 


b 1 
P(g, p)— | f f کے کے ب‎ 
Pe.) j f < |g - | 20) + ے‎ > + =e 
7.2 ناریسن‎ 
معط أن‎ 
2 “ xXx 50 
)»( = 1 
سسس‎ 6 x> Û 
X 


بین ما إذا كانت ۴ قابلة للتكامل على كل فترة من الفترات [1,1-] »> [1,0-] » 
إ1 ,0[. 


أن 1= ××“ | ١‏ ثبت آن: 
معطى أن 1 Sec x dx‏ ااا 


TT 


4 7 E 
tan x dx = 1 — Û — | 
Al A ÛX -) 
بفرض أن متو + ۷1 = ()؟ تعرف دالة قابلة للتكامل» بين أن:‎ - ¡ 
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4 ثبت آنه إذا کانت ۴ قابلة للتكامل على [ا ,ھ] و f) > M5‏ > ص لکل ×يي 
[ط ]a,‏ فإن: 


m(b - a) < f f < M(b — a). 
: ا أثبت تعميم النظرية 7.2 على مجموع " من الدوال قابلة للتكامل‎ 
١ 2:) => f 1 
4 t= j jw] û 


6- الدالة ٠‏ هي الدالة السلمية Step function)‏ على إط ]a,‏ إذا وجد تجزیء ۶ عل 
[ ,ة] بحيث تكون ٠‏ ثابتة على كل فترة جزثئية مفتوحة ‏ × _») عة 
بالتجزيء ۲ فاستعن بالنظرية 7.3 و 7.4 لإثبات أن الدالة السلمية قابلة للتكامل وأنه 
إدا كانت ل = )x ,,×( ٤ e)»(‏ فان 


(۶ 
. Hi 
Gg = 3 Y (Xx سس‎ XJ 
a ا2‎ 


7 ا نظرية القيمة الوسطى لتكاملات :)M۷1[‏ إذا كانت ؟ متصلة وقايلة 
للتکاما ٠‏ على [ ,ة] فإنه يوجد عندثذ العدد م في [ط ,ه] بحيث يكون: 


b 
fw) (ba = J tf 


75 معبار داربو للقابلية . للتكامل 


(The Darboux Criterion for Integrability ) 
س‎ 


نوضح في هذا البند بالتفصيل سات وخواص الدوال القابلة للتكامل وفقاً ران الى 


لا تعتمد على قيمة الهاية (س افا . ومهذا المعنى فإن هذا يناظر معيار 
P7*‏ 


(#) سثبت فيما بعد أن الدوال الخصلة قابلة للتكامل» ومن ثم يصيح هذا الحزء من النص زائدا عن الحاجة. 
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: 
E 


وى lتقlارب‏ lliillٹlıٽ (Sequential convergence)‏ . 
«نستعين به على وجه الخصوص لاثبات أن الدوال المتصلة والدوال المطردة قابلة للتكامل . 


ولكي نرسى أساس هذا العمل يجب أن نتفق على بعض الرموز والمصطلحات . نفرضص 
أن ؟ دالة محدودة على [ط ,ة] » وأن ۶ تجزيء من [[ ,ة] . وحيث أن ۴ محدودة على كل 
رة جرزئية إلے× ١‏ ×) بمكننا أن نعرف : 


Mm, * glb f(0): ES x}, 


M, = lub f(x): XxX SX S x}. 


والآن نكون المجموع الأسفل والمجموع الأعلى للدالة ۴ بالنسبة إلى ۲: 


L (f, P) = 2Z «7) 
(f, P) lk (Xk 7 XJ: 
U (f, P) = 2 MSR J) 


m, < fu) <5 M, ؛ لأن‎ Lf, P) < Pf WW < Uff, Pp) 
k = 1¢... én _ 

وأيضاً نلاحظ أن المجموعين الأسفل والأعلى قد لا يكونان مجموعى ريان؛ لأن العددين 
mm ٢ M,‏ قد لا یکونان فی مدی ؟. 

وإذا کان کل من '۴» ۴ تجزئیافي [ط,ة] و '۶ ۴C‏ ۰ فإن ٣‏ یسمی تدقيقا 
.P J (refinement)‏ وهكذا يمكن إجراء تدفیی للتجزیء ۴ بإدخال نقط مجزیء إضافية بين 
قط ۲. ومن الواصح أنه إذا کان ۴ تدقیقا ذ ۶ فإن |إ۴|| > |۴| . وأيضا إذا كان 
٣ ۶‏ تجزيئين فى [ط ,] فإن فما تدقيقا مشتركاً؛ على سبیل المغال فإِن ۲۳ ل ۲ 
تدقیقاً لکل من *۰۲ ۲ ؛ لأنه بحتوي على فثتي نقط التجزيئين كلاها. 
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نظر ية مساعدة 7.1. 


إذا کان کل من *۶ ٤‏ ۶ تجزئیا ل [ a,‏ فان (۲ .)لا > (۴ 1)٤,‏ . أي أن اي 
جموع اأسفل لا يكن أن يزيد عن أي مجموع آعلى. 


الرهان : 
السداية نلاحظ أنه مع تزايد نقط التجزيء ۲» تترايد المجاميع السفلى وتتناقص 
المجاميع العلياء أي أنه إذا كان 
L(f, P) = 2 m, (%, = xX)‏ 
k =1‏ 
أضفنا نقطة < فى ٤×‏ ر ٭) لنکون (2) لا ۴ = ۲ فؤان۔ 
L(f, P') = 2 mM, (Ky 7 XJ Fm = Xj) + mm (x; 2,‏ 
إ* 


ا ٤"‏ ص هما أكير حدين أسفلين للدالة (٭)؟ على [×,2] » [2_×] عل 


mzm,‏ « ر٣‏ ج ص (انظر شكل 7.2) ولذا: 


m'(z — x, _) + m"(x = 2) > m [2 - x _) + (*, = 2] = m(x =x _) 


ومن ثم فإن: (۲ ,1)۴ < (1)6,۴ . وبامئل 
U(f, P’) < U(f, P).‏ 
والآن نفرض أن ۶ آي تجزيئين على [ط ,ة] » وأن ۴ل ۲= ۲٣‏ . وحیث 
إن ٣‏ هو تدقیق لکل من "۰۲ ۲ فإن اللإحظات السابقة تعطينا 
L(f, P) < L(f, P’) < U(f, P') = U(f, P’),‏ 
ونكون قد أثبتنا النظرية المساعدة 7.1. 
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٣ سي‎ 
mM = mm, — 


شکل (7.2) 
والنظرية المساعدة 7.1 تؤكد لنا أن فة كل الحدود السفلى للدالة ۴ حدودة من أعلى» وأي 
صغر حد أعل هذه المکة » ولنقل» مثلا: 
lub, {L(f. PJ}. (1)‏ = 9( 
الاو عل ذلك فلأي جموع أعل» چب آن یکونل : 
AO < UG, PJ). (la)‏ 


وبالمثل فإن فئة كل المجاميع العليا تكون عدودة من أسفل بكل مجموع أسفلء ولذا يمكننا 


نعریف ۸)0 کا بلي: 
.A(Û = glib, {Ug PD}. C2‏ 


.L(f, P) SA(). (2:)‏ 
وینتح من التعريفين (1) و (2) ومن النظرية المساعدة 7.1 أن ©۸ > ۸)9 ؛ لأنه إذا كان 
cu = [ACD + ۸(9 |2 < AC <)‏ 
فإنه يمكننا إبجاد مجموع أعلى (1)۴,۲ في الفترة )» « ۸(0( ومجموع أسفل (1)۴,۴۶ 
x9) ٤‏ ما يتناقض مع النظرية المساعدة 7.1. 
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وا أن مجاميع ران تقع بين المجاميع العليا والسفلل ذ فمن الطبيعي أن نتساءل ماذا بحدث 
عندما يوجد مجموعان أعلى وأسفل قريبان من بعضه| بأية درجة اختيارية؟ أى عندما 
©0 = ۸)9 . نتوقع أن يحبر ذلك مجاميع ريان على التقارب إلى نهاية تكون مساوية إلى 
القيمة المشتركة للمقدارين 0 )۸ . وهدا بالضبط ما بحدث وهو ما يدنا مميزة 


القابلية للتكامل التي نبحث عنها. وقبل الشروع في برهان هذه النظريةء بجحب أن نشت 
نظرية مساعدة تعطينا الارتباط الضروري بين مفهوم النهاية عندما |إ۴|| يؤول إلى الصفر 
ومفاهيم ال اع * اسا ك (1) (2), 

نظر ية مساعدة 7.2: 


ادا كانت ] دالة حدودة على إ e | a, b}‏ فان 


jim L(f,P) = ME) 
ام‎ +0 


ر 


lim U(f, Pz AP 
llpli20 


أي إذا كان 0 E»‏ فإنه يوجد عدد موجب 5 بحیٹ إن 8 < (P|‏ نتصمن : 
Lf, Pz>MN ~e ¢ Uf P) <A te.‏ 


الرهان: 
نفرض أن K‏ > |0| لكل ×في [ط,ه] وان 0< . وفقاً للعلاقة (2) يوجد 
4 
(z2‏ = ۲۶ للمرة [طا,ه] حيثيكون ( "۲ Û0),‏ ا 
3 2 £ 
(qk) ZT A + 3‏ = 8 ونفرض أن ۶ تجزيء يحقق المتباينة 
P| <‏ . ولىكي ىسىن أن U(f,P) < AD +e‏ ندرس EE | pe‏ 
,P* <P jy P' =PUP"‏ 
عندئذ فإن بعض نقط التجزىء _ ٣ x‏ هي من P*‏ وبعضها لا ينتمي إلى 
هذه اللقط ویمکننا ی الجموع U(G,P')‏ فصل ادود ای موعت , 
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.7. حیث لا حتوى الفترة × ,_×] اة‎ 2 M, (=x) 


.2, حیث تکون إما ,× أو × (أو كلاهما) هي‎ 2 M, (%7 xX) (i 
وحيث إن الحدود من نوع () هي أيضاً حدود في المجموع (۲ ,)لا ينتج أن‎ 
تتكون بالضبط من الحدود من النوع (11). ومجموع كل الحدود‎ 0)1, ۶( - U), ( 
من النوع ([1) یتکون على الأکثز من 1- 4 حدا كل ما لا يفوق:‎ 


k 
"|| < «|| < kê = (J 
۾ ذلك فال‎ 
U(f, P) — U(f, P’) < (2q — 1| 7 < 
E 
U(f, P) < UG, P') + > 
۳ 
< U(f, P^”) + 2 
< A(Ê) + 3 4 


= A(ÛO +e, 
lim U(, P) = A() ù وھكذا تنا‎ 
plo 


وکن اثبات الحزء الثانی ()۸ = (۲ ,)1 "ا بطريقة مشاية. 


Iolo 
: نظر ية 7.6: نظر ية داربو للقايلية للتكامل‎ 
ا وفقط لاوا يکون‎ (a, bj قابلة للتكامل عسل‎ f الداألة المحدودة‎ 
َ وی هذه الحالة یکون ۸)0 = ۸)89 = ؟‎ ۰ ۸)9 = ۸60( 
الرهان:‎ 
نفرض أولاً أن 1= ۸)0 وأن 0< ء٠ » بالاستعانة بالنظرية المساعدة 7.2 يمكننا‎ 
ای‎ I|PI| < 5 احتیار 5 بحیٹ يؤدی‎ 
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L(f,P)>I=-e ¢ U(f,P)<l+8. 


: نحصل على‎ mh, وعندند ی أختار أ‎ 
I—sge <L{f,P) < Pf, û) <s U(EP) <l+ 8€, 
: ولذا فإن‎ 


[a, b| قأدلة للتكامل عسل‎ f ومن نم فان‎ > IP < 8 طالا ا‎ P(t. )م‎ ~ 1 < E 


۾ [ ={ 
3 


+ * ج £ 0 
والآن تفرض أن ۴ قابلة للتكامل على [ط,ة] وأن ۲1 أ ونفرض أن 
0< ء . إذا استطعنا أن نبين أنه لتجريء ما ۴ يكون :> (۴ ,)1 - (۶ f,‏ )ا » 
عندثشلٍ يمكن الاستنتاح A® - (® < UC, P) - Lf, P) ùj + AÛ = A ùi‏ 
ولذا فسنحصل على :۲ + ۸)0 > (۸)6 . وبا أن ۽ أي عدد اختيارى موجب فإن ذلك 
ولکن ۸)0 < (۸)6 یکون صحیحا دائ لذا نستنتح أن ۸)0 = ()۸. 
نختار 0< 8 بحیث يؤدي 8> |۴| إلى کک > |1 رس .)۴| . 


وحيث إل : 


M, = lub f) E x] 


m, = glb 1f)» EES xj} 


فإنه توجد تلك النقط ر٠‏ ر في لى »] التي تحقق المتباينتين: 


Ê 


2 £ 
(u) > M, rere “ fn) < my, + ET 
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Uff, P) = 2 M(x — x) 


< 2 [fu ') + | =x ) 
- ره‎ 
ع‎ TI 
= Pf, p') + 2 (x¬ x, 
4 (b — a) ّ 
E sS 
4 4 2 
ءبالثل فإن:‎ 
٤ £ 
L(f, P) > 2 [f ) = mm [(« - x 
3 4 (b — a) 
2 
= P(f, u) — — 
(f, pu) 4 
a 
4 4 2 
: بالتالي فإن‎ 


LE. P( > ¦‏ - (۶ .)ا وبذلك یتم الرھان. 

عند استخدامنا لنظرية داربو في إثبات أن دالة ما قابلة للتكامل» فإننا نستخدمها في واقع 
الأمر في الشكل الناتج في برهان النظرية 7.6. 

ولكي نسهل من هذا الأمرء نعزل الحزء الذي نريده ونعتبره نظرية مساعدة: 
نظرية مساعدة 7.3: معيار داربو للقابلية للتكامل :)01€٣(‏ 

إذا كانت ٤‏ دالة على [( ,ة]) بحیث إنه يوجد لی عددموجب 0< :ع جزيء ۴ 
قق الباينة: 

Uff, PJ} - L(f,P}J<e, 

فإن ۴ قابلة للتكامل على [ط ,ة] . 
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حيث أن هذا امتطوق قد تم اثباته كجزء من برهان النظرية 7.6 فليس من الضروري اثباته ٠‏ 
هنا . 


عماریسن 7.3 


k 7"‏ 
1- , معطی أن ×=0)؟ و ر )=۴ . أوجد (۴ .)ا 
و (,1)6,۴ . ثم بين بالاستعانة بالنظرية المساعدة 7.3 أن ؟ قابلة للتكامل على 
إ1 ,0[. 
a‏ 
2 معطى أن f») = x‏ أن p= {YY‏ کرر کل ما فعلته فی (HD ٤‏ 
3 معطی أن : 
(x + 1)‏ 
U) P,) = Lf, PF} =0‏ ,”ا . وبذلك تکون قد أثبت أن ۴ قابلة للتكامل 
على [0,1] . (ارشاد: لا تحاول تبسیط (,۴ 0)٤.‏ أو (,1)1,۴ . وإغا أعمل 
مع الفرق بينيا). ! 
[ ع " os. kr‏ 
4- د × ٤) = si‏ وأآن P= { n‏ . بين أن ٤‏ قابلة للتكامل | 
عل [ ج “0] وذلك کا فعلت في تمرين (3). 
التارين 59 تتعلق بالقيمة المطلقة ۴| للدالة .٤‏ لأي ] نقدم الدالتين ٤۴‏ "۴ : 


(x) =‏ د( )= ن ان 


| 


f*(x) = max {f() <0}, f () = max {—f(x) ¢0}‏ 
5 آثبت آنه لأي دالة ٤‏ تكون: 
fsf +f yg f=f f‏ 
6 أثبت أنه إذا كانت ؟ قابلة للتكامل على [ط ,ه] فإن ۴ تكون أيضا قابلة للتكامل 
على الفترة نفسها. 
(ارشاد: قارن (ص - )M‏ للدالة ٤‏ بالفرق المناظر ل ”). 
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7 ثبت آنه إذا كانت ؟ قابلة للتكامل على إا ,ة] فإن |۴| قابلة للتكامل على الفترة 
8- بين مثال أن |۴| يكن أن تكون قابلة للتكامل ومع ذلك تكون ؟ غير قابلة للتكامل. 
١‏ أثبت أنه إذا كانت f‏ قابلة للتكامل على [ط ,ه] فإن: 


٠ ۴‏ < | 5ا 
7.4 قابلية التكامل للدوال المتصلة 


قبل تلخيص التطور في نظريتنا قد يكون من المفيد اكتساب مهارة أكثر في التعود على 
ذلك ندرس مثالا رأيناه في الباب الرابع : 


4 س‎ P eg, 
Gq 8 

f) = غر قابلة للاختصار‎ 
0 “ xê R~ Û 


ب ا ام“ س 
ان ۴ قابلة للتكامل على أية فترة [ط,ة] وأن ۴0 ا . ولالسات ذلك نستعين 
بالنظرية المساعدة 7.3 (معيار داربو للقابلية للتكامل 01٥‏ ). أولا تؤكد لنا كثافة الأعداد 
غير القياسية أن 0 = (۲ 1)٤,‏ لأآي تجزيء ۲. وبذلك فلأي عدد ۽ موجب اختياري »› 
بحث عن ذلك التجزيء ۲۴ بحيث يکون Uf, P) <e‏ 


وف الفترة إط ,ه] يوجد عدد محدود من النقط ج بحیث یکول 


1 E 
ر . نفرض أن ۳ هو علد مث هذه النقط ف‎ 
مل‎ 4q * 2)a-b( 
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منتدی افریقیا سات 


ا 4] ولناخذ ۲ تجزیئا بحیث یکون رپ > |۴| . في المجموع 
U(f, P) = 2 M (= xj)‏ 


£ 


بوجد الأكتر 2۳ مر الحدود حر ي 
على کر م kK 2b — a) e‏ 


أ 1 ولكل حد من هذه 
ادود ا ) 


M, (x, = xX; <1 IP < 


ولذلك فإن مجموع هذه الحدود يكون أصغر من elle;‏ . وی كل 
سل 


E 


من ادود المشقاة یکول ]۵ھ - M = b0‏ ي ولذا فال جموعها أصغر من : 
2{(b — a)‏ 


وهكذا فان ع > U(f, P)‏ آي أن معيار داربو للقابلية للتكامل يؤدى إلى أن ؟ قابلة 


رأينا حى هذه النقطة أمثلة قليلة جدا يمكن أن نتحقق فيها من قابلية الدوال للتكامل . 
ودنا النظريتان التاليتان بفئة كبيرة للغاية من مثل هذه الأمثلة. 


نظر ية 7.7: 
إدا كانت الدالة f‏ متصلة على إط ,ه] فإن ٤‏ فابلة للتكامل على هذه الفترة المغلقة. 


الرهان: 


نستعين بمعيار داربو للقابلية للتكامل )01٥(‏ لإثبات أنه لأي عدد موجب اختياري ء 
يوجد دلك التجزيء ۲۴ بحیث إن: 


Ut, P) — Lf, P) < € 
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وفقاً للنظرية 5.5 تكون الدالة المتصلة ٤‏ متصلة بانتظام على [ ,] . نفرض أن 8 موجب 
بحيث أنه للقيمتين XxX, XxX‏ ف :|a, bj‏ 


.|f') f(x")| < يودي إل‎ |× ~- ×" | >8 


Ê 
b~ a) 
واكك اة الحزئية دات ت الرقم » أي‎ Pj < 8 ال ارا د‎ 

الفترة الحزئية لم× ٠‏ م×] تم نختار النقطتين مرإ في إ×. ×] بحيث يكول: 


Ky) = My ¢ f(y) = my 


نذكر أنه وفقاً للنظرية 5.2 تصل الدالة المتصلة إلى أصغر حد علوي انا وإلى أكبر حد 


سمل طآع) ؛ 
وما أن 8 > |۴| > ,× = ,× > م = | 
تج أن 
M ~m =f) — f(0") < Ê‏ 
my, * Fp) ~— f) ET‏ 7« 


UG, P) - L(f,P) = 2 (M, ~m) (x, = x) 


i1 
E 
< Ba 2 (XK 7 XK) =... 


نظر ية 7.8 : 

إذا كانت الدالة ۴ مطردة )monotonie(‏ عل [ ]a,‏ فإن ۴ قابلة للتكامل على هذه الفترة 
الغلقة . 
الرهان : 


حیث إن ٤‏ مطردة تكون إما ] أو ۴- غر تناقصية» ووفقا للنظرية 7.2 فإنه إذا كانت 
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احدى هاتين الدالتين قابلة للتكامل فإن الأخرى تكون أيضا كذلك. ولذا مكنا الافتراض ‏ 
للتحديد ۔ أن f‏ غر تناقصية . 

وهكذا لأية فترة جرئية × ,ر _×] من [ط ,ة] تظهر M,‏ في نقطة النهاية اليمنى» أي 
.M, = xX) ad‏ 
وبالشل فإن (,_»)؟ =" . ولذا إذا کان ۴ آي مجزيء للفترة [ط ,ة] فإن: 


U(f,P) — L(f, P) = A (M, = m) (%, = x) 


k=] 


> 2 f.) 2 f(x) (X, کک‎ Xj) 
< IP Z [f(x = 1, 


= (IPI [f() — f(a 


والآن إذا كان 0 < : فإنتا بيساطة نختار تجزيئاً ۴ بحيث يكون 


. ||| > کم‎ 
[£(b) — f(a) Î 


(مکن أن نفرض أن ٤])٥(‏ < (ه)۴ وإلا فإن ؟ تكرن ثابتة والنتيجة تكون تافهة). عندئذ 
فإن :> (۶ ,)£ - (۴ .)ل . ولذا وفقا لعيار داربو للقابلية للتكامل فإن ؟ قابلة 
للتكامل . 


وییکن توسیم حمل الدوال التى يمكن إثبات قابليتها للتكامل بالأخذ في الاعتبار النظريتين 
8 و 7.7 مع النظرية 7.3. على سبيل المثال يكن أن يكون للدالة عدد من الانفصالات 
لقَفربّة (القفزات) التي تؤدي إلى انفصالات في منحنياتهاء ولكن لأا متصلة في الفترات بين 
الانفصالاتء تكون الدالة قابلة للتكامل في كل من هذه الفترات. ومن هنا تسمح لنا 
النظرية 7.3 باستنتاح أن الدالة قابلة للتكامل في اتحاد هذه الفترات . ومثل هذه الدالة تسمى 
بالدالة متقطعة الاتصال. ويكن تعريف مفهوم تقفطع لطر (piecewise monotonic) al‏ 
بطريقة مائلة . 
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ولتعريف دالة لا تكون متقطعة الاتصال أو متقطعة الاطراد ينبغى الاستعانة بتركيب بنائي 
حاص (على سبيل الخال دالة درسناها أعلاه وال تعتمد على كاف فى الأعداد القياسية 
وغبر القياسية) . وهذا بخدمنا في خحلق الانطباع الصحيح أن ٤‏ تجمع الدوال القابلة للتكامسل 
هو بالفعل كبير للغاية . 


ارين 7.4 


| ۔ أثبت أنه إذا كانت ۴ متصلة على fe}‏ [ط ,ه] فإن ۴ قابلة للتكامل على 
[ا [a‏ . 


ہے 


2 ادا کانت: 


(sm x)/x, xX#0, 
)( = 
3 i 


فإن (»)۴ قابلة للتكامل على [5 ,0]. 
3 إدا كانت ط+ mx‏ = (x)]؟‏ عل ]n “1, ٤١(‏ حيث 1ı =1¢2¢....k‏ 
e‏ 1 
فإن ۴ قابلة للتكامل على [( ج) - ٤)‏ 0] 
د إذا كانت ۴ متصلة وغ سالبة ولكنها ليست صفرا بالتطابق عل [ط ,ة] فإِن 
b‏ 
0< ا 


5 حاصا فض ب الدوال القابلة للتكا 
صل صرب الدوال القا مل 


أتبتنا في النظرية 7.2 أن فئة الدوال القابلة للتكامل هى فة مخلقة على عمليات جبرية 
معيلة » وبالتحديد عمليات الحمع والضرب في معاملات ثابتة. ولكي نكمل بلورة خحاصية 
الانغلاق الحرى للدوال القابلة للتكامل نثبت الآن النتيجة التالية لضرب الدوال القابلة 
للتكامل . 
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نظر ية 7,9 : 
(دا انت کل من ۾ ٤.‏ قابلة للتكامل على [ط .ه] فإن ع قابلة للتكامل على الفترة 


نشسهاً. 
الرهان: 
ت الطرف أولا خالة خاصة تكون فيها كل من ع دالة غير سالبة. نفرض أن ۴ 

أي تجزیء للفتر: b|‏ » ونفرضص أن Mr, «MÎ, «M.,‏ ترمز على التوالي إلى ى أصغر الحدود . 
العليا للدوال f‏ 8 8 ف الفترة لحزئية رقم » ا« *] . وليس من العسر EE‏ 

للدوال الموجبة تتحقق Me <M M,‏ 1 وبالمثل اد کان E e‏ ,1 هي أكر الحدود 
السقل الناظرة للدوال الذكورة ا قان e UR‏ ويدلكڭ فان : 

8 


۰ . 
M m,, 5 MM, Mm, Mm, )1( 


والآن نفرض أن ,8 ,8 هما الحدان العلريان للدالین 0“ (×)ع لقم × في [ط ,] . 
نعید کتابة (1) کا لى : 


(2) 
M,, 7 m,, s5 M,M m, M + m, M m, m 


E 2 £ E‏ أ 


= (M, ~ mı) M, +M (M, . m,) < (M, 7~ my) B, +B. (M, . m,). 


: وتصح التباينة (2) لكل حد في المجموع‎ 
U(fg, P) = Lf, P) = 2 (My, 7 eg) %7 ¥ 


حیت سنا م ۳ 7 Mg»‏ بالدلیل K‏ لنشر إل الحد المناظر للفترة الجرئية رقم ». وبذلك ) 
فمن (2) نحصل على : 


U(fg, PBP) ~ L(fg, P) = B, ب2‎ (Mr 7 mM, (Xx = 


+ BA (M., 


Mi MÛ k7 Fk 


=B, u(t, P) = Lf, P)] + B,[U(g. P) = L(g, P)| 
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+ مکنا أن ترص اسه o‏ ولا B,‏ مساو بة للصفرء ووفقا لعیار داربو (501€) ادا کان 
!< ع تسمح لنا قابلية کل من ع٣‏ للتکامل بان نختار ۲ بحيث يكون: 


2 
Uff, P) -L(f, P) < ۰ 
2B, 


Ug, P) ٠ L(g, P) < 
2B 


؛هذا يؤدي إلى أن: 
Ug, P) ~ L(fg, P) < e,‏ 


٠من‏ ثم وفقأ لمعيار داربو (01€) نستنتج أن ع قابلة للتكامل. 
لاثات الالة العامة حيث لا تتطلب فيها الدالتان ۾ ٤,‏ أن تكونا غير سالبتين» نستعين 
المفترض 7.1 الذي يؤكد لنا أن الدالتين القابلتين للتکامل ع ٤,‏ حدودتان من أسقلء 
فلیکن ×K‏ <= (»)؟ ء ا'z‏ («)ع لكل ×ق إا ,ه]. 
عندئذ فإن 1 - ع٤‏ × ۴ غر سالبتين وقابلتان للتكامل» وهكذا يمكن تطبيق الحالة 
الى تناها لاستنتاح أن (1 - ع) (& - ۴) قايلة للتكامل . 
وجا إل . 
fe = (f — K) (g ¬ ÛL) + Kg + Lf + KL‏ 

وكل حد ني الطرف الأين قابل للتكامل فإنه ينتج من نظرية 7.2 أن ع أيضأ قابلة للتكامل. 


وبتجميع هذه النتيجة الألحرة مع النظرية 7.2 نحصل على الانغلاق الحيري لفئة الدوال 
القابلة للتكامل . با اجک لھک یا یا جا کے ہیا ی چ فی 
2 


ففى النتيجة السابقة استطعنا إعطاء علاقات صر عة لتحامل مجموع دالتن أو لتكامل حاصل 
b kb H b‏ 
= (۾ +۴ 
ece] ele J a-ef‏ 
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b 
7.9 وني حالة ضرب دالتين لا توجد علاقة لقيمة التكامل ي أ » وهكذاففي النظرية‎ 
ولکنہا في‎ e أبتنا فقط وجود التكامل . وهناك علاقة تعطي تقديراً فظاً لقيمة التكامل‎ 
صورة متبأينهة » ولذا فهى تمدنا فقط بألحد الذي يكن أن تصله قيم التكامل. وهذه النتسجحة‎ 
تظهر في صور ختلفة خلال التحليل الرياضي ولذا فلا غرابة إذا وجدت أساء ثلائة من كبار‎ 
. الرياضيين قد ارتبطت ذه المحتباينة‎ 


نظرية 7.10 (متباينة كوشي - بونيا كوفسکي - شوارتز)" : 
إذا كانت کل من ۾ ,۴ قابلة للتكامل على [ط ,] فإن: 
Tesla af‏ 
الرهان: 
ينتج مباشرة من النظرية 7.9 أن كلا من ”ع“ ۴“ ,ع دالة قابلة للتكامل . 
ا f >o‏ 0< “ٌو J‏ وفشا ا ومن هنا فلا يوجد شك ي 


وجود الجذر التربيعى . 


: نعرف الأعداد ٤ء 8ء ۸ے کا یل‎ 
bh ۲ b 2 
A= j 4 B =2 j fg = 8 


ونفرض أن هي الدالة التربيعية المعرفة كما يلي : 
q(x) = Ax + Bx + C‏ 

نکد أن ٩‏ غر ماله لان 
q(x) = x f + 2x fg + 8ُ a (x f + 2x ig + 8)‏ 
(xf +g)’,‏ 5 
(#) كوي (أوغسطين لريس) (1857-1789) عام رياضيات فرنسي . بونياكوفسكي (فیکتوریا کوفليفتش) 
(1889-1800) عالم ریاضیات روسی . شوارتز (کارل جیرمان) (1921-1843) عام ریاضیات الاني. (ملاحظة 

المرجم). 
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وللدالة غير السالية ”(ع + ۴») تكامل غير سالب. 
ومن الحر البسيط نتذكر أن 0 = (×)4 عندما 
-B + VB - 4AC‏ 
2A‏ 
وجا أن ٩)×(‏ لا تصبح سالبة أبدأ فإن المعادلة 0= (×) لا يكن أن يكون ها جذران 
حقیقیان» أی أن 0> 44٤°‏ - 8 . ولکن هذا يعتى أن: 


(f daf Af <o 


| 


b 1 أو‎ 
J e< o 2l 


نتيحة 7.10 (متباينة مینکوفسکی) : 
إذا كانت كل من ع ٤,‏ دالة قابلة للتكامل على [ط ,ه] فإن: 


J ¢+eF <F ef f 


الرهان: 

وفي النظرية 7.3 أوضحنا أن الدالة القابلة للتكامل على فترتين تكون قابلة للتكامل على 
احاد هاتنن الفترتن . 

والآن نعكس هذاء بأن نوضح أن القابلية للتكامل على فترة تعني القابلية للتكامل على 
ابة فترة جزئية ها. 
مفترض 7.2 : 

إذا كانت ۴ دالة قابلة للتكامل على [ط ,ه] وكان [ا ,ة] ع [ل ,ء] » عندئذ تون ؟ 


فابلة للتكامل على إل ,ء]. 
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الرهان: 

للنتيجة السابفة معكوس جزئى يكن استخدامه لإثبات القابلية للتكامل لدوال تسلك 
سلوكا غير مريح عند نقطتي النهاية لفترة ما: 
نظر ية 7.11 : 

إذا كانت ] دالة محدودة على [ط .ه] وقابلة للتكامل على كل فترة جزئية مغلقة للفترة 
(ط ,4) عندئد تكون ] قابلة للتكامل علل [ط ,ة]. 
الرهان: 

نفرض أن 0< :ء . وأن 8 > |٤)(|‏ لكل ×في [ط.ه] . ثم ندع [ل.ء] فترة 
جزئية من (( )a.‏ بحيث يون : 


E 
gg س‎ b= mm sd <b. 
ST 6 


ٍ 2 ۹ 
U(f, e U P”) < 3 حت بون‎ [c,d] رة‎ P 
وعندئذ یکون ۴ تجزيئا للفترة [ط ,ة] و:‎ 
U(f. P) = L(f, P) = (M, = mı) (e — a) + (UC, P*) — L(f. P') 
+(M ~m )(b =~ d) 


< 2B (ce — a) + {U(f. P*) = L(f, P۳) 


+ 2B {b — d) 


< 2B | (+ + 2B | E (=e 


ومن هنا ووفقا لمعیار داربو (21€) تكون ۴ قابلة للتكامل على [ط .1]. 
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1 


وكتطبيتق للنظر ية 7.11 ندرس الدالة المعرفة بالصيغة ك ( sin‏ = (٭) ۴‏ عندما 


A 


٠‏ × . هذه الدالة ليست متقطعة الاتصال أو الاطراد على أية فترة نحتوي الصفرء ولكن 
مع ذلك يكننا بسهولة توضیح أن ٤‏ قابلة للتكامل على [0,1] . وبصرف النظر عن كيفية 
نعريف f‏ عند 0 = × فإن f‏ تظل مخحدودة على [1 ,0] ومتصلة على )e,1(‏ لای عسدد 
موجب ٩‏ . وبذلك وفقا للنظرية 7.7 تكون ٤‏ قابلة للتكامل على كل فترة (ل ,ء) على [1 .0] 
NE EN UST SINE U‏ 


ارين 1.5 
ا أت أن X SIN X dX % f‏ 
4 
e‏ أثىت أن (İi + tan x) Vx secx dx < Ve TT‏ 
3 2 3 ن mi‏ 
کے ایت ال } کک + 1( < j (Vees % + x) dx‏ 
E‏ ا < |۴| لكل × في [ط .ة]ء 
1 
عندند فإں r‏ تكکون قالة للتکامل ف . (أارشاد: افرص أو أن ۴ غر 
سالبة ثم عمم هذه الحالة على الحالة E‏ النظرية 7.9) . 
٣‏ اثبت المفترض 7.2. 
7 آثبت نظرية بلس (۳٤۲٥ع‏ ط۲ ء'ءینا8): إذا كانت كل من ا ,ع متصلة على [ط ,1] 
فال : 
fu) gt) O, o‏ > ا 
Pilz)‏ 


حيث م ٤‏ سا نقطتين اختياريتين في الفترة الجزئية ٠×‏ ر »] رقم . [ارشاد: 
٣ £ n‏ ید ٤‏ ج 
بان أڼه ۴ الصخر بدرحه کافة یکول الطرف الأين للمجموع اصعر صن ا مره 
من مجموع ران (' ۴)٤8.‏ ]. 
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6 النظرية الأساسية لحساب التفاضل والتكامل 


في العديد من محالات الرياضيات يمكن أن تجد نتيجة معينة تعتبر نظرية أساسية فى هذا 
الجال. وفي جال حساب التفاضل والتكامل هناك سبب بسيط لكي تستحق تلك النتيجة 
ا الارتباط بين مفهومي التفاضل والتكامل أن تكون هي النظرية الأساسية. 
ومن اممكن تفهم أخمية النظرية الأساسية؛ فيدون هذا الارتباط يصبح تكامل ران صعبا 


ومطولا اتقات ا التي يعمل عليها, ولکن حل مسائل حساب الفاضل والتكامل 
جب أن کون مسطا ولذا فسنشر ع فورا فی سرد مصطلحات هذه النتيحة الأسأسية 


ا 

ذا کانت ۴ و؟ دالتین بحیٹ تکون ‏ هی مشتقة ۴ فإن ۴ تسمى بالدالة الأصلية للدالة 
(Primitive) f‏ . وبالطبع ى إن یکول للدالة ۴ مشتقة وأسصسدة عل الكش ولکن دا کان 
للدالة ؟ دالة أصلية فإنه يكون ها كثير من الدوال الأصلية. ومع ذلك وفقاً للنتيجة طا 6.3 
لنظر ية القيمة الوسطى فإن آية دالتين أصليتين للدالة ٤‏ ينبغى أن تختلف بفارق ثابت فقط . 
نظرية 7.12: النظرية الأساسية لحساب التفاضل والتكامل : 

إذا كانت ] قابلة للتكامل على [ط ,4] » وكانت ۴ هى الدالة الأصلية للدالة ۴ على 
إا a,‏ فإأن: 


f = F(b} — F(a). 


الرهان: 


نشرص ان P‏ مجزیء للفترة [a, bj‏ ّ ونذرس اللجموع الاي الدى تختصر حدوده مح 
رعضها البعضص | ا خدین الأول والأخر: 


F(b) - F(a) = 2 F(x) — F(x, 0)} (1)‏ 
بے ان۴ قادلة ان س ل e‏ 0 0 اا نظرية 
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٠ [F(X — F(x] 
1 E E E E 

[* Xj 
F(x) ~ F(x,_ J = F(a) (x = XxX) 


(x . XJ.‏ )ر( 
بالتعويض بالطرف الاين للعلاقة (2) فى (1) نحصل على : 
F(b) — F(a) = 2 (u) (% = x)‏ 


,)۾ Pf,‏ = 
حیث (م ٣)٤.‏ هو ججموع ران للدالة ٤‏ بالنسبة إل ۲. 


وهکذا فقد آثبتنا آنه لأی تجزيء ۲۶ يكن اختيار النقط ed.‏ ببحيث تكون قيمة 
اا ٣).‏ ھی (۴)۵ - (۴)6 . وهکذافإن (۴)۵ - (ظ)۴ هى القيمة الوحيدة الممكتة 


هاية (س ,)۴ سا . وبا أننانفترض أن ؟ قابلة للتکامل فإن هذه النهاية جى أن 


[P| 


h 
J حون موحودة ويرمز لقيمتها بالرمز أ‎ 
: »من تم فان‎ 


f t= Fo) = Fa) 


٠‏ حب أن نؤكد أن فرض النظرية 7.12 يتضمن افتراض أن ۴ قابلة للتكامل . والنص بأن ؟ 
مي مشتقة دالة ما ۴ لا يؤدي مسبقا إلى أن ؟ يجب أن تكون قابلة للتكامل. وهناك مسألة 
SERE‏ فى حساب التفاضل والتكامل الأول يطرح فيها حساب 
حامل ما مثل x” dx‏ 3 ك التحامل لا يوجحد؛ لأن الدالة المكاملة غر محدودة 


ملل [1,1-] . غر أن كثيرا من الطلبة بجدون - دون تفكر _ الدالة الأصلية 


س F(x) r‏ دم لز طىقو ن » ۱ لظ بة الاساسة اسساب التقاضصلل والتكامل لينتج أن 
e‏ قيمته 2- . وينبغى التأكيد على أن '×- ليست دالة أصلية للدالة “ × في الفترة 
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E aN‏ 0= » . والتال التالي ليس عرضة لنإ 
هدا لاتاق السا ومع ذلك فهو يعطينا دالة هي بثابة دالة أصلية لمشتقة غر قابل 


: للتكامل‎ 
۰7.3 مثخال‎ 
(s1n) ) x # Û 
G(x) = 
( = 


g(x) = G' (x ٩ = i) ( -) (os) | if 7 Û, 


AX 


[co - Gol . 
g(O0) = lim, سسس‎ = ln, X SM 
(« - 0( 


ر 
ل 


ولذدلك فإن 6 دالة أصلة للدالة ع على » ولكن عامل السعة في الحد الثاني للدالة 
(٭)8 شر إل ا ومن نم فإن ع ليست قابلة 
للتكامل على [1 .1-] » على سبيل المثال. 

a.‏ التفاضل والتكامل الأولية نص النظرية الأساسية ي صورة 
أضعف بعض الثىء» إذ يفترض أن ۴ متصلة دون النص عل على أنها قابلة للتكامل كا فى 
النظرية 7.12. والفرض الأنوى مطلوب. كي يكن الحصول على البرهان من النظ ية 
التالية: 


نظر ية 7.13 
إذا كانت ؟ دالة متصلة على [أ .3] وكانت 4 معرفة لقيم × في [ا ,ه] بالصيغة 
J f‏ = 00 . عندئذ فإن ف دالة أصلية للدالة ۴ عل [ط .ة] ٠‏ 
الرهان: 
نفرض أن - عدد في [ط ,4] ونتناول بالدراسة العلاقة (خارح قسمة الفرق) التالية : 
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e [+c +m - %6) 


1 | 
1 7 
+ اا 
ل 

ج 2 

| سے 
۳ 

م 

ر 


وفقا لنظرية القيمة الوسطى للتكاملات (عغرين 7.2.7) يوجد عدد س بين > و1 + > بحيث 
بكوك : 


dF 
J f=tw-h 
یفن بب القمة فى صي (01 تسل عل:‎ 
Q (h) = fu). 
€+ حیث ل بل € و1‎ 
ويذلك فال‎ ٥ وعندما 1 توول إلى الصفر» ينتح أن س تؤول إلى‎ 


p'(c) = lim Q {h) = lim f(u). 
hج‎ 


+ 
و حیٹث أن f‏ متصلة عد C‏ فان النهاية الساقة تساوی f(c)‏ وبذدلك فأن : 
b'(c) = f(e)‏ 

يمكن استنتاح النظرية الأساسية لحساب التفاضل والتكامل (للدوال المحصلة) كا يلي . 

إن الدالة 4 فى الفقرة السابقة هى الدالة الأصلية للدالة المتصلة f‏ ولذا فإذا كانت ۴ 
دالة أصلية اخحتيارية للدالة ۴ فان 'ط = ۴ = '۴ . وبذلك وفقاً للنتيجة ط6.3 لنظرية القيما 
الوسطى تختلف @ و۴ ایت ولنقل : 

F(x) — (x) = C 

كل × في إط ,ه]. 
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بالتعويض به عن × نحصل على : 
F(a) — Û f= ÛC,‏ 
وید فان (ھ)۴ = €. والآن دعوصس د ۲ عن × لنحصل على : 


F(b) ~ o{b) = C = F(a), 


وھی مشاه للمعادلة : 
f‏ 
F(b) — F(a) = Jj ۴‏ 
ارين 7.6 
1 _- معطى أن: 
<x <1,‏ 0- 0 
(x) =‏ 
IEE‏ ,1 
أت أن ۴ قادلة للتکامل في [2 ,0[ ولكن ليس ها دالة أصلة ھا (ارشاد: انظر ۰ 
نظرية 6.5). 


7 عرفت FO = f f‏ > حیٿ ٤‏ معطاة فی اتال 1. هل ۴ متصلة على [2 ,0]؟ وهل 
۴ قابلة للتقاضل على [0,2]؟ وضح اجابتك. 


3- معطی أن: 
sin ( | Xx > Û,‏ 


g(x) = 
4 KA = (Û, 


هل ع متصلة على | 0] ؟ هل ع قابلة للتفاضل على ا .0 ؟ وضح 
إجابتك , 
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عرفت أن ۾ ل = (6)۸ » حيث ع هي الدالة المعطاة في الخال 3. هل 6 متصلة 
1 
سسس ¢ 6 قایلة فاد «a CS‏ أا 

على = 0 > هلل 6 قابلة للتفاضل هناك وصح حاتكڭ . 


ا 


معطى أن : 


(عند النقط الأخحرى) , 0 


H() = J is‏ . هل ١‏ متصلة على [0,1]؟ 
هل H‏ قاد للتفاضل هتا ؟ وصح احايتكڭ . 
أثبت آنه إذا كانت ۴ قابلة للتكامل على [ط ,ة] و ؟ F(x) = j‏ فان ۴ متصلة 
على إط ,ه]. 
أثبت أنه إذا كانت | متصلة وموجبة بصرامة (رلاءاإاء) عل إط ,ه] 
و۴ ل = (۴۲ » فإن ۴ تكون تزايدية بصرامة على [ط ,ة] (العبارة تزايدية 
بصر امه تعن أن ر× > × تؤدي إل (ر)۴ > (,×)۴). 
أثبت نظر ية التكامل بالتجزيء: إذا كانت كل من ع٠٤‏ ] دالة قابلة للتقفاضل بحيث 
تکون 'ع ٤‏ ۲ دالتين قابلتين للتكامل على [ط ,ة] فإن: 
b ) b‏ 
E OOOO‏ 


4 


191 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


منتدی افریقیا سات 


www.afr1qa-sat.com 


WS. <s soi riki ao E Re E O Lio all Ga Ri e 


Fag eSTPLIFTE GY i pee OE E EY a" EO. IE I TI U" ° Sr 


ي 


التكاملات ال 


Improper Integrals 


1 أنواع التكاملات المعتلة 


ى الفصل السابق عرّفنا ودرسنا التكامل الرياني لنوع حاص من الدوال وهي الدوال التي 
کون نطاقاتها فترات مغلقة . نذكر أن المفترض 7.1 يؤكد ضرورة أن تكون الدالة حدودة 
تكون قابلة للتكامل» ومع ذلك تصادفا عدة دوال مهمة وواسعة الانتشار» حيث 
E‏ منحليات هذه الدوال ذات خحطوط تقارب رأسية. نما يعني أن هذه الدوال غير محدودة 
وبالتاى غر قابلة للتكامل. نطور في هذا الفصل نظرية التكامل لبعض الدوال غير 
لحدودة . هناك تقیيد آخر للتکامل الرمانی يكمن في أن نطاق التكامل لا بد أن يكون فترة 
مغلقة (محدودة . هذه الضرورة أكثر دقة من محدودية (كوعملءلمدهط) الدالة المكاملة 
(randع1nte).»‏ ولكن لحظة من التفكير توضح لنا آننا لا نستطيع تكوين الحمع الرياني أو 
حى تعريف تجزيء على فئة غير محدودة. مع ذلك فإن أغلب الدوال المتداولة معرفة على كل 
۸ أو على الأقل معرّفة على ( > 0). هذا السبب فإنه من المرغوب به أن تكون لدينا نظرية 
للتكامل على مثل هذه الفترات غير المحدودةء وقد وسعت النظرية الريمانية هنا لتغطي 
حالتين جدیدتين : ي الأرل النطاق غر المحدودء وقي الثانية الدالة المكاملة غير محدودة. 
أيضاًء ندرس تركيبات وتنوعات هاتين الحالتين أيضا. في كلتا الحالتين يعرف التكامل 
الحديد على أنه ناية التكامل الريانى الْعرّف سابقا. 
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2 التکامل على نطاقات غر محدودة 


تعر یف 8.1 : 
إدأ کان ۾ E‏ قابله للتحامل (الر یای) على إا.ة] لكل a‏ <), 
فإن التكامل المعتل (Improper)‏ ل ٤‏ على (* > ]a‏ هو التعبر: 


1 
lim i‏ 
[g00 :‏ 
عندما تكون هذه النهاية موجودة. يقال: بأن التكامل المعتل تقاربي ويرمز لقيمة نهايته بالرمز 
f‏ ا ي وإأدا کا النهاية عير موجودة فان شل | التحامل لمعتل عر متقارت . دا کان 


1 1 ت 


التكامل المعتل لدالة على [ط٠‏ ه -) يعرف بالخل : 


f f = lim f. 


1 س ] — 


EE‏ التالية الى تعر ف عليها الطالب في مبادىء التفاضل والتكامل وذلك 


٠8.1 مثشال‎ 


هذا السبب فان هدا التكامل لمعتل تقار . 
مثال ٠8.2‏ 


ûe أ‎ 
cos x dx = lim cos x dx = lim (cos t — 1). 
0 0 


چس تة ج] 
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هذا التكامل لمعتل غر تقاريي؛ لأن ا كه» تتذبذب بين 1 و1- كلا ت جا, 


مشال 8.3 


هذا السب فإن هذا التكامل المعتل تباعدي . 


لتوسيع نطاق التكامل حى يشمل خط الأعداد الحقيقية نستعمل تركيبا من التكاملات 


Jt“ f 


تعر ب 8.2: 
إذا كانت الدالة ۴ قابلة للتكامل على [۲“ ۲-] لكل عدد ۲ء فإن التكامل المعتل ٤‏ 


lim f f+iim f 


i‏ ج E‏ ~ چ 


عا EES‏ عدد حفیفی › هذا النوع من التكامل يکون تقاربیا إذا کان كل من 
؟ ٠f‏ | تقارياً وني هذه الحالة فإن: 


5 = lS 


لاحظ أن تقارب أو تباعد التكامل ۲ | أمر ذو استقلالية عن العدد ء في الصيغة 
OTTER‏ 


مثخال 8.4 : 


ا 1 ° ° 


1 أ 
ArCtaf X ٍَ + jm arctan x‏ س 
(j 0‏ 


دت ج) تد جج 
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هذا السبب فإن هذا التكامل المعتل تقار . 


مشسال ۰8.5 


e و‎ e 91 + (e %9] 


“lim (~1l+te +lim (~e +1) 


ا نه = ) 


هذا السبب فإن هذا التكامل المعتل تباعدى . 

إن تعريف التكامل المعتل بدلالة التكامل الرياني الحدّد له ميزاته وعيوبه. فمن ميزاته 
أنه لا حاجة ا ظرية قصل e‏ هذا ر e‏ ا ۰ 
ادوا ا ک ضا قارا 1 ل اسسا ٤‏ تجاد الدالة لا رف 
لطلاب التفاصل والتكامل . ما أنه فى الكشر من الأحيان بکفی تعیین تقارب ؟ بدون امجاد 
قيمته » یکول من الفيد لنا تعريف اختبار يعين الشر وط الصحيحة وال ہا یؤدی تقارب 
التكامل البسيط إلى تقارب التكامل البسيظ إلى تقارب للتكامل المعقد. مثل هذه النتيجة 
تسمى «اختيار المقارنة» ئا (soاrةC0omp. ll‏ هو حتوى النطرية التالية» ولكن جب أو 


أن رهن نتيجة أولية . 
نظر ية مساعدة 8.1 ۰ 


إدا كانت ) دالة غير سالبة وقابلة للاشتقاق على إا a,‏ لکل ۾ 2 وأدا وحدعدد 8 


حیٹ ۲>8 | لکل 4۾ < < فإن ۲ ا یکون تقارباً. 
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الرهان : 
ر ا i‏ 
عرف FO = f f‏ لكل a<ح)‏ 
٤ 1‏ 7 ا النظ بة 7.4 أر 
ما أن ٤‏ غر سالبة وأن ۴ ا = ۴)0 - (۲ + ۴)۲ ٠»‏ فإنه ينتج من النظرية 7.4 أن 
۰ ۰ = 
۴ غر تناقصية عل (ه .]a ٤‏ إذن 8B‏ > ۴)۵ یؤکد أن: 
im F{t) = hb {= :‏ 
im F(t) = lu {FD :tz a}:‏ 
ff‏ :1 
لإ نع أر im‏ حود . 
وهدا يعني أل 0 r‏ 
نظر ية 8.1 : 
E 4 ¥‏ 8 ج ۳ 
لنفرض أن ٤‏ ,ع دالتين غير سالبتين»› حیث لکل ۾ ج ) تكون الدالتان | ,ع بلسين 


للتكامل على | | la,‏ ] ولنفرص أن I(t) = g(t)‏ أدا کان 8 تقارا» وال 1 1 
ا 


البرهان : 
نعرف f)(‏ - ()ع = ()۸ لکل ه < × . وبذلك تكون 1 غر سالبة وقابلة 
للتكامل عللى [ا,4] لكل 2ا »و 


In<f e< f £. 


tÉ 


إذنت ۾ ل E a‏ < . هذا واستناداً إلى النظرية 
المسأاعدة 1 ينتج أن j h‏ تکاملا تقار س الان 


َ e ا‎ gE — h 
e £ ~ iim h, 


3 چس 
والنايتان الأحرتان موجودتان (ائi×ه)؛‏ لأن كلا من 8 ا he‏ ا تقاربي 
إن الفائدة من هذه النتيجة تتضصح فى الحسابات التألية . 
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مثشال ٠8.6‏ 
: أن »ل أ (1+ "° ll ١‏ 
بين (x‏ بکون تقاربا. 


من الممكن الحصول على أصل ا 


a >‏ 
)1 + ¢ وك بتفکیکها ف کسور سر ديه 
ولک من الأسهل ان نللاحظ آن: 


1 1 
2 ><[ کل 


۸% 


î تقاربي‎ 1 (x 1) ' dx 


ا ا س 


ے- برهن آن کلا من تقارتب 1 وقيمته يي التعريف 8.2 مستقل عن اختيار العدد 


U 


3 برهن التعميم التالي للنطرية 8.1: ليدع أن 8٤‏ دالتين غير سالبتين بحيٽ يکون ؟ 
قابلة للتكامل عل ]1 la,‏ لکل 2ا وع قابلة للتكامل على ا ط] لکل 
٣ EET‏ تقاربباً ویوجد عدد ٥‏ حیٹث 0“ لكل 
tC‏ .إن f f‏ تقار أيضا. 


4 لاي قیم ۴ یکون x” dx‏ ا 5 


ي التمارين من 5 الى 16 حدد ما إذا كان التكامل المعتل تقارياً أم لا 
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> _ 6 


2 


(x log x) 


14_ وی ل 


f _ 15‏ ا عندما تکون 
if 2n-2<x<2n-1,‏ 1 


f(x) = 


| if An¬—-1 <x SAN 


1 


nz=1l,2,3,... لکل‎ 
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لکل 


3 تکاملات الدوال غر الملحدودة 


تعر بف 8.3: 


أذ ۲ دالة قابلة للتكامل الرمانى على كل فترة جزئية مغلقة من ]٩.0(‏ » ولكن ؟ غر 
قابلة للتكامل على الفترة [ط .ة] » عندئذ يكون التكامل المعتل للدالة ؟ على [ط ,4] هو 


if 2n —-1 Sx S2 


lL o 


im j f 


ia ci 


3 E | 


g))( = 


integrals of unbounded Functions 


ادا کانت لہ النهارة موحوده» يقال ان هدا التکامل المعتل تقاریی ويرعر لقيمة ناته الف 


1 . ما عدا دلك فإن التكامل المعتل غر تقار . إدا كان im J t=‏ أو 


ا جس 


س کم im J‏ > فإن التكامل المعتل في هذه الحالة يكون تباعدياً. بالطريقة نفسها 


t=lim ff 


fed ا‎ 


لاحظ آن الرمز ۲ ۲٤‏ | ای ا کین لمعتل وتشبه الرمز 


اللستعمل في حالة التكامل الرماني غر المعتل. E‏ 


ا بستعملوك f‏ 


ا 


للتحاملات المعتلة وغر المعتلة وتوجد هنا فرصة للاخحتلاف أو عدم الوضصوح؛ انه في حال 
التكامل العتل على [ا ,ه] لا بد أن تكون ] غر عحدودة على [ط ,ة] (انظر التمرين 8.3.1) 
وهذا عادة ما يكون واضحا. فعللى سبيل المثال: 


منتدی افریقیا سات 
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O O E NEM EN TERN O Hh E N I LOO NE N . eT ™ 


مەل , ٠ earn‏ تکامل معتل» و 
ا ا تکامل رعاني عادي . 


سا ! ارت یواز ی تعر بف EN‏ ر ويذلك کک الأمثلة وتونحد E‏ وکے)ا من فل 
E‏ فعلل سبيل الثال» اذا كانت ۴ غر محدودة عندما Cc‏ »× حث 5[ > €< a‏ 
ET‏ 


b b 
fr f rf 
= - im f + lim j f. 


{a n 1 


(1) 


ادا كانت ۴ قابلة للتكامل عل فرة جزئية مغلقه من c(‏ ,ة] ومن إط )c,‏ فإب 
e |‏ کلیھ) تکامل معتل کا عرفت أعلاه. 

E‏ فإن الطرف الأيسر من التكامل المعتل في (1) تقاربي عندما وفقط عندما 
يكو ن التكاملان المعتلان في الطرف الأين تقاربيين. 

تنوع آخر من هذا الشكل من التكامل المعتل هو النوع الذي تكون فيه ۴ غير محدودة عند 
نقطتى ناية الفترة [ط .4] . فى هذه الحالة نختار عدد ٠‏ في ( ,4) ونكتب: 


refref, 
= lim f + lim 1, 
1+ 8 


ied 
حيث بثل كل تعبير في الطرف الأين تكاملامعتلا من النوع السابق (تعريف 8.3) والذي‎ 
تكون فيه ۴ غير حدودة عند نقطة واحدة من نهايتي الفترة . ومن الممكن برهنة أن اختيار » في‎ 
. )8.3.2 لا يؤثر على تقارب وقيمة التكامل المعتل (انظر التمرين‎ )a, الفترة (ط‎ 
من الواضح الآن أنه من الممكن استخدام تركيبات الأنواع السابقة من التكاملات المعتلة‎ 
لنکوین تکامل معتل لأية دالة يكون منحناها ذا عدد نهائي (منتهي) من حطوط التقارب‎ 
. {asymptotes) 
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1 


فعلى سبيل الخال إذا كانت ۽ س = )| 


(x ~ a) (x ~ b) 


حیٹ 0 > ۾ » نختار عدد اختياري » في (ط ,ھ) ونکتب؛ 
=f +f + J. fer +f‏ 8 


الرغم من آن حساب مثل هذا التكامل قد یکون مضجرا ولکن ما حصلنا عليه هو تقسیم 
التكامل المعتل إل ست مر البابات. . والإنجاز الكبير هنا هو أننا لا نحتاج إلى نظرية 
منفصلة وجديدة لكل حالة . يوجد نوعان رئيسيان من التكاملات المعتلة فةقط وعدد نہائى 
من التركيبات هدين النوعين كافية لأغلب الدوال. 


ننهي هذا البند باختبار المقارزة )CompPa rion tes)‏ الخاصض بالتکامل لمعتل للدوال غر 
المحدودة. اا ا النظرية ات ر ألْتالسة ا هدا الاختبار 


نظر يه 8.2 : 


ردا کانت ٤‏ ,ع دالتين غر سالبتین لکل ۲ في (a, b)‏ وکانت ,ع قابلتين للتكامل عللى 
ا a,‏ و )ع > 0 . إذا کان ۾ تقاربیاً فان ۽ 3 ITI‏ 


هذه النظرية ذات استعال ٿان واضح مع ا وهو ما يوضح في المثال التالي. 
مثال 8.7 : 


ر ~~ 
بين ان »ل |1 + «( x‏ | 3 تکامل تقار . عندما يكون 51 ×>0 ) فإن. 


i 1‏ أ 
roe TTT‏ 
x (x + 1) x (Î + 1)‏ 


e log x]. = o, 


i) A اجج‎ 
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ماریسن 8.3 


bb‏ ت 
١‏ برهن أنه إذا کان ۴ ل تقارياً ولكن ۴ غير قابلة للتكامل الرياني على [ط  ]1,‏ 
فان ۴ غير حدودة على إا ,ة]. 


٠‏ _ لفرض أن ۴ قابلة للتكامل على فترة جزئية مغلقة من [0 ,4] وا غير محدودة عندما 


Xb 4 xaz a"‏ وأدا کان a <C <C <b‏ رھ آ0 


٠ +f = f f, 
3 a 


وبالتأ فأی احتیار ع أو '» في e: (a, b)‏ یستخدم لی حدید f‏ 3 
١‏ لتفرض أن f‏ قابلة للتكامل على كل فترة جزئية مغلقة من (* “٠‏ هة] وا غير حدودة 
كلا ”هھ د × . برهن أن التعريف: 


J. =, J,1 


مستقل عن اختیار » في (* )a ٤‏ . (قارن مع عرين 5.3.2). 
د برهن النظرية 8.2 مستخدما نقاشا أو حجة مشابمة للنقاش الذي استخدم في برهان 
النظرية 8.1. 
1 
> لأية قيمة 0> م يكون التكامل المعتل جل "× أ تقاربياً؟ 
حدّد فى التمارين من 6 إلى 13 ما إذا كان التكامل المعتل تقاربيا أم لا. 


dx ww 0‏ ا 
V (1 - x7‏ 


س( 
tan x dx‏ 5 
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(x = ×) 
1 1 
س ا‎ {¥ 
( ب(‎ - 1 
a İOg X 0 
| ¢» 
0 
> أ‎ 
2-8 1 


س 
a‏ 
ر 
ei‏ 
کر 
4 
ے٠‏ 


1 إ ڑل س 


The Gamma Function دالة حاما‎ 4 


ل 


هذا البند ندرس دالة معرّفة بواسطة تكامل معتل . هده الدالة تسمى دالة جاما وهي 
ا في دراسسة التحليل والتطبيقات المختلفةء لأن a Ge‏ 
الموجة ا متتالية المضروبات (Factorials)‏ ...2.3 .1 = !م . إذن يكن خحاولة 
ارول جا اداد | لمتتالية المضر وبات لتکوین دالة معرر فة ا الأعداد عر الصحيحة 
وکذدلك لمقادير الصحيحة المرجبة . 


:8.4 تعر بف‎ 
E کل‎ 
” »=[ ا‎ 
I (x) = {( € dt. 
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دن الضرورى إات أن هذا التكامل المعتل تقاري حتى تكون (۲)۸ معرفة. 


مغر ص 8.1: 


ادا کال 0< × فإن التكامل المعتل et dx‏ َ تقارنی . 


الرهان: 


TT 
ٴ4‎ ×x-| U إت‎ 
E 1 d= j e a+ e i 
SS 


ت aa‏ - ِ : 4 جي 
او نذدرس dt‏ 2 ا ونلاحطل أنه ادا کاپ | =× فال € کاود 
(i .‏ 


لکل 1 > ۲ > 0 . إذن في هذه E‏ 
ef < ù e < xX <] e e‏ کل 0 t<‏ . 
اه 
د ا 
أ 


للتعامل مع التكامل على [* ,1 | نتذكر أن 0 = ) € صا لکل عدد صحیح موجحب 


]ا 


٣رانظر‏ ا لمال 6.12) . بتطبيق هذه الحقيقة ودلك بوصح 1 + »× < "n‏ نری آنه عندما یکون )ا 
کییرا جدا فإن: 
aT‏ ا ا 
ومن دلك 
EET‏ 2 : 


لکل ا أكر من عدد ما .٤‏ إذن باستخدام النظرية 8.2 والتمارين 6.1.3 والتأرين 8.1.4 فإن 
تقارب t7 dt‏ َ يدي إلى تقارب التكامل 


الأ ونعد صان أن (»)۲ معرفة فالمسألة التالية هى برهنة I EA EET‏ 
العلاقة بين ١‏ والمضر وبات. المعادلة الدالية هي معادلة تعوي قيم دالة عند نقطتين أو أكثر في 
نطاقها. فعلى سبيل المتال» الدالة f‏ والعطاة: 
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ار 

سس۱ 
Hil‏ 

شا سي 


فی العادلة الدالية 


لکل عدد حقیقی × 
نظر ية 8.3 : 


لكل 0< × فإن () =x»‏ 0+ . 


العرهان: 


¥ 


ج 


x} = Ax + | 


I(x + 3) = f(x) + 6 


لنفرض آن ا > 1> ۾ > 0 نستخدم التكامل بالتجزيء (تمرين 0.6.8 لنحصل على : 


(1) 


ا 


(4) 


الان نجمع العادلتين (3). (4) للحصول على : 


(5) 


) ۳ et dt 


٤ 


ا [س» م 
et dt‏ ا + et dt‏ 


0 1 
r —- [ 
j et ال‎ = 


18 (i 


| f, et dt + J etat] = 
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ا ي ٠‏ ا ي ا و ي 


بتطبيتق التعريف 8.4 للتكامل الأول والأخير في (5) نستنتج : 
TT‏ 
I(x) = “- T(x + 1)‏ 
و الواصح اَن هله المعادلة تکاء العادلة الدالية اللطلوية. 


الخلاصة التالية هى نتيجة من النظرية 8.3 فقط ولكنها أحسن خاصية معروفة للدالة 1 لدا 
سنطلق عليها عنوان «نظرية» . 


نظر ية 8.4 : 


ادا کان ۸ عددا ر فان : 
(n) = (n ~ 1)1. (6)‏ 
الرهان : 
نرهن هذه النظرية مستخدمين فكرة الاستقراء الرياضى (انظر الملحق أ). 


اول نتحقق من أن (6) صحيحة في حالة آ حم ودل بحخسات : 


1)1( = J e" dt = 1 


(انظر التمرين 8.2.8). 
وما أن !0 عرف لكى يكون ذات قيمة 1ء فيكون لدينا: 


TO) = 0!‏ 
نفترض أن (6) تصح لأية قيمة اختيارية للعدد »١‏ ولنقل ) = ۸: 
ر0 !)1 — [(k) = (k‏ 
علينا الآن إثبات أن ذلك يستتبع أن (6) صحيحة للحالة 1+ »= « . من النظرية 8.3 
لديا : 


T(k +1) = k F(K), 
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و (7) يسمح لا أن نضع بدلا من (۸)] العدد !(1 - »). 
رل | سل 
i(k + 1) = k (k ~ DD! = KI,‏ 

ومن ذلك نستنتح أن (6) صحيحة في حالة 1 + n = k‏ كلا كأنت صحيحة ف حالة 
او ا 1 

من الممكن بمساعدة النظرية 8.4 تمديد نطاق الدالة ١‏ ليشمل الأعداد السالبة الى لا 
تكرن صحيحة . إن جوهر الفكرة هو تعريف ۲ بحيث تظل (6) صحيحة خلال اللطاق 
الموسع . على سبيل المثال نعرّف 

li |‏ 0 
r(x + 1) (8)‏ )— |= )0 إدأ كان 0> ×> | 
ما أن 1+× في (0,1) عندما يكون × في )-1١0(‏ . وقد عرف الطرف الأيمن من (8) 
مسبقا بواسطة التعريف 8.4. ومن الواضح أن(8) يكافىء (6). الآن وبعد تعريف ٣‏ على 


,. )1 ) 
TO) = (=) +)‏ اذا كان |> ×> 2= 


l\‏ ڊ 
MESE ES 1)) =) --) 16 + 1) (9)‏ 


إذن يتكون نطاق ١‏ الآن من كل الأعداد الحقيقية ما عدأ ١ -2 ٤...‏ 1- 04 . لن نقوم بأية 
حارلة لتعريف ٠)×(‏ عندما يكون »× عددا صحيحا غير موجب؛ لأنه من غير المحتمل 
استعمال 0 = × في (8) وأيضاً ١‏ غير حدودة كلا *0 x»‏ . هذه الخحاصية محتواة فى 
النتيجة التالية (قارن ذلك بتمرين 8.4.6). 


مقر ص 8.2 : 


lim (x) = @. 


س يى 
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الرهان: 


إذا كان 0<× فإن: 


ا 
x‏ 1[ سد 
1( 
1 
"dQ‏ ا =e lim‏ 
qk} 3‏ 
1 5 
a‏ س )س )| jim‏ ¢ س 
lim | ۹ £] )‏ 
1 
eK‏ 
دن : 
1 
lim T() > lim ( Û) = «.‏ 
CA‏ ا xe"‏ 
ويمكن إمجاد النهاية من الحهة اليسرى للدالة ١)١(‏ عند 0 = × بسهولة وذلك باستعال (8) 
أو (9) 


إ 
iim I (x) = lim =) re IS,‏ 


× إاج» 


من هذه النهايات نستطيع استنتاج أن منحني (») = ل له خطوط اقتراب رأسية عند 
x» = 04-14-2...‏ . إن تفاصیل هذا الاستنتاح مطلوية في التمرين 8.4.8. ا 
اتقات العديدة للد اله e‏ فال شیم دال اما قد و صعت ی جداول. ٤‏ المفترضصس لتا 
نحسب إحدى القيم غير التكاملية للدالة .٠)۸(‏ 


مقر ص 5.3 : 
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: 
1 
1 
r~ 
N Eۆۉڇ‎ TS a mS" mT 1 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
أ 
| 
| 
| 
| 
| 


شکل (8.1) 


الرهان: 
ا ستخدام التعر يف 4.4 کون لدينا: 


{i ey. 
| (2 1 t dt. 
2 ° 


(j 
ری ل دك يکال‎ ۷١ رض‎ 
ETS 
(> )=2 e 
ليس ها‎ ٠ * ولذلك تكمن للمسألة الآن في حساب التكامل غبر البسيط (غير بسيط يعنى أن‎ 
دالة ار ا إن تقنية هذا الحساب تتلخص في استخدام التكامل‎ 
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التائ |5Û_رر «(iterated double integral)‏ بالرعم أن ذلك واصح فی مہادیء 
التفاضل والتكاملء فإننا لن نتعرض لنظرية التكامل الثنائي حتى الفصل السادس عشر. 
رمع علمنا بأن ذلك لا يتماشى مع الترتيب المنطقي سوف نستخدم التكامل الثناثي لحساب 


هذا التكامل . 
ا 
X‏ 0 *— 
dx,‏ ¢ ا e dx = lim‏ 1 
e ۴ ٍ‏ 
رھدا تفرص آل 


= (f e“ dx) (f e dy) چ‎ e“ x dy 
: التكامل الأخير هو تكامل ثنائي على المربع‎ 
(ky:Ozxz=b ¢ Oz=yz=b} 
ر۸ في‎ ٤R, قارن هذا التكامل مم التكاملين على النطاقين اللذين على شكل ربع دائرة‎ 


الربع EKEN TET GE‏ 
التوالى (انظر الشكل 8.2) . با أن التكامل موجب فيكون لدينا: 


ety) dxdy‏ ا أ < e dxdy < <f o ' dxdy‏ | ا 
RK‏ 
بتحويل التكامل الثنائي إلى الاحداثيات القطبية يكون لدينا: 


I rdrdû < [° < ٤ 


bT os 
ا‎ €  rdrdê, 
{0 


وہذا يکون 
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إذن من الواضح أن 


س | دم 
ب 
1 
ل 
be‏ 
ك 
0{ 
i‏ 
الي 


1 
٣ب‎ 
pl 


1 
ا[ 
او 
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| 
أ 
ا 
ایی 
8 
iii E‏ 
1 
کے 


س 
ا 

@ھ 
e‏ 

1 
3 

mR 

= 

1 

یه 


u استخدم النظر ية 8.3 لرهنة‎ 6 
im [)»( = * استت أن‎ lim x F(x) = 1 
a ( ) ر ج‎ e (x) 


7 برهن أن a‏ - =(»)۲ ہiا.‏ 


8 برهن إن ا (») ۳ = ب له خطوط تقارب رأسية عسشد 
X= () 4 j De...‏ 


9 برهن أنه إذا كان u < Û0‏ و u x<0‏ ل 

f "taser 
برهن أنه إذا كان 0 <» » فإن:‎ - 10 
J, earl) 
استخدم فكرة الاستقراء الرياضي لبرهنة أن:‎ _ 1 


.n = 0,1,2... لکل‎ n+ ) = (en!) 


1) 
8 8 


Vr 
(4 n!) 
213 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


The Laplace transform جو يل لابلاس‎ 8.5 


نرى في هذا البند إمكانية استخدام التكامل المعتل فى تحويل الدالة المعطاة إلى دالة 
أخحرى . إن الباعث لمثل هذا التحويل هو الأمل في أن تكون الدالة الحديدة أسهل من الدالة 
المعطاة وبالتالي الساح لحل المسألة في النظام الحديد وبعد ذلك تحريل الحل مرة أخرى إل 
النظام الأصلي. من المحتمل أن أحسن تطبيق معروف لتحويل لابلاس هو في حل المعادلات 
التفاضلية للمسائل ذات القيم الابتدائية. 
تعر بق 8.5: 

إدا كان نطاى الدالة أ يشملل (« ٤‏ 0] فإن تحويل لابلاس للدالة ؟ هر الدالة (4)۴ 
المعر فة کالاتي: 


بتكون نطاق الدالة (1)£ من كل الأعداد × التى يكون التكامل المعتل هما تقاربياً. لاحظ 
انه إدا كانت ()۴ مدودة عندما “0 د ). فإن التكامل فى التعريف 8.5 يكون من نوع 
ا وإدا كانت ()۴ غير محدودة كلا 0 صا فإننا نكتب: 


£ {f(0} = ١ e F(t) dt + 7 e “ED dt. 
: 8.8 مشسال‎ 
إذا كانت "ع = ۴)0 فإن ويله اللابلاسی هو:‎ 
. ×<-1 لكل‎ ffe = (x + 
. يمكن التحقق من ذلك بحساب التكامل المعتل‎ 


ا ن 
a “q(x 1) dt‏ %- 
t{ey= f] eed =f e‏ 


i J 


ane 
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لاحظ أن التكامل تقار عندما وفقط عندما يكون 
u lim e =0‏ والدى يو صح أن نطاق ( م⁄ هو ( ٤‏ 1-). 
مشال 8.9: 

إذا كانت ۲= ۴)0 فإن محويلها اللابلاسى هو: 


x<0 لكل‎ £) =× 


-X* xX 


= f e “Qt = lim [( و 3 اا‎ 


و هده النهاية مو -حو ده ادا وفقط ادا کان x<0‏ 

ف ا 8.5 مطلوتب جا } PEC)‏ أعدة دوال اتد ائه أو سسيطة . زود هده 
ارت القاریء بخرة إأضافية فى حساب الكاماات الله ودلا السب فاننا نترك حل ده 
التارين للقارىء ولكن قيمة هذه القائمة من الأمثلة تظهر في حل التأرين وتزداد فعالية في 
امکانية تر کیت تعض ها م بعص لاستنتاج حویل سکیا ۵ دوال أخری. هله هي النقملة الرئيسية 
نظر ية 8.5: 


إدا کان ۾ وط عددين حقيقى فان : 
af(x) + ba(x)} =a £ f) ES 1 e(x)‏ 1 1 
عندما يكون نطاق الدالة ف الطرف الأيسر ممحتوى على كل من نطاق )£ و [ع) . 
العرهان : 
هذه نتيجة مباشرة من التعريف 8.5 والنطرية 7.2 . 
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إن التحويل الذي له الخحاصية المعبر عنما في النظرية 8.5 يسمى تحرياد خطياً 4زا 
e‏ الاسم اخد من الحقيفة القائلة: بأن هذه الخاصية استخرجت من الدالة 
(x) = MA‏ دات المنحني عل شکل خط مستقيم جر دنقطة الأصل» ودلكڭ لأن: 


f(ax + by) = m (ax + by) 


= a(mx) + b(my) = af(x) + by). 
النتيحة لتالية تتعلق بتحويل م من نوع احرف تر کیبات الدوال. تہمى خحاصية النقل‎ 
التي ا بتحويل أو نقل المحاور فى اهندسة التحليلية.‎ Shifting property 
: 8.6 نظر ية‎ 


إذا كان ۾ عددا حقيقياً و [(6)۸)£ معرفة لكل ا < × فإن 
1e“ f()} 2 1 f(x a) }‏ لکل x>a +b‏ 


الرهان : 


استنادا للتعر يف 8.5 لدينا: 
(Ê dt‏ م e‏ 1 ر 3 J 1e" f(x)‏ 


| e ROD dt 


- {f =a)}. 


يكن اثبات المساواة الأخيرة بملاحظة أن آخر تكامل هو بالضبط التكامل المعرف للدالة 
e f0}‏ وذلك بوضع بدلا من × الكمية ك - ×. 
ملاحطظة : 
الملاحظ أن «× غر ب هج - ») تعبر عن طريقة تطبيق هذه النظرية للحصول على تحويل 
لابلاسی اخر. 
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مسال 8.10 


إا كانت "6 = (۲)1 » فإن تحويلها اللابلاني هو: 


f {xe} = (x a) 
. 8.9 سساطة نطق النظرية 8.6 للدالة المحايدة فى المثال‎ 


ي النظرية التالية نوضح أن تحويل لابلاس للدالة وتحويل لاإبلاس لتفاضل الدالة 
مرتبطان بعلاقة بسيطة . هذه الخاصية جعلت تحويل لابلاس مفيدا جدا في حل المعادلات 
التفاضاية. 


نظر ية 8.7 : 
لنفرض أن الدالة ۴ نها مشتقة أولل متصلة على إ[ه).0] . إذا كان: 


ff) }s lim e I(t) = Û‏ 5 عندما ۾ < × » فال: 
چ f‏ 
x>a J {0} =x £} — f(0) (1)‏ 


الرهان: 


التكامل بالتجز ىء بعطينا : 


1 ¥ x? -— x 
J e fF(ODdt=e f(b} — f(O) + J xe f(t) dt (2) 


ما أن 0 = (طf)b e‏ imا‏ عنما ج طط فان العادلة (2) تص ٠:‏ 
یا ال e (b)‏ (2) تصبح 


f {r00} 


e” F(x) dt 
۰ 


- (O) + 1 xe I(t} dt 


ا 


- f(0) + x Lf}. 
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استنادا | ى (1) ينتح محویل الاش لدا ببساطة من ضرب تحويل بالمتغير المستقل 
وطرح الق الابتدائة للدالة ؟. 


مثال ۰8,11 
لنفرضصس أن "ع = f(t)‏ > فال 


8ji 1‏ ت 
e" + ate‏ = ()۴ وتحويل لابلاس للدالة ۴ يكون: 


f {e™ + axe} = x $£ {xe} — 1(0) 


تاس 


ودلكڭ من (1) ومثال 8.10. 


ارين و ا 


ا ۰ أنه إذا كانت ۴ دالة e‏ التکامل فی E {f(D}‏ 
ب 4)09 بوكر 
2ي هاه fo) GE E‏ يكون إحدى الفئات إلتالة' 
a o) (a ° oc) 0‏ أو o0}‏ ,ت-), 
3 لنفرضصس أن للدالة ؟ مشتقة ثاينة متصلة على (»)0] و0 = lim € " f)‏ وکذلكڭ 
کک e‏ 
u FA lim € f(t) = 0‏ 1 ی :1 
GECE {ro0} « SO} s im‏ 
ج × » فرهن الن: ٠‏ 


¢ {r0} = xX LED} = xf(O) — (0). 


تحقق من الصيغ التالية مع العلم بأن ج .ط ثل ثوابت فى كل حالة و١‏ عدد صحیح 
اق 
qî‏ 
${aj= — 4‏ ¢+ 0> 
4 
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1 


.X>0 ¢ fix} = r 5 
1F | 
X 
X20 ¢ &F {Sin ax} = : 0 
(x +a) 
X 
X> Û0 ¢ f {cos ax} = E e CT 
(x + aُ( 
8 1 
EEE o 
(x = a) 
: T1 xX n 
X2ZO ¢ $x E j= mm 9 
(x a) 
4 b 
Xa ¢ 1e“ sin bx } ا س و ا‎ 
8 - a) + b٥ | 
(x ~a 
.X>a ¢ $£ |g COS bx j جر‎ E a _ Î1 
| (x a) + b٥ | 
a 
XZ aA = س‎ 
a f{zinh ax : : 
(x =4) 
) (e — e °) 
0 (تذكر أن ا‎ 
2 
X 
x > a ¢ {cosh ax} = = 
(x ~a) 
(e +e %9 
e (تذكر أن چ‎ 


XZ>Û ¢ £ {af +bx+c} =( 2)+( 2), - 14 
X X 
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(2a) 
x20 ¢ ¥ {sin (ax) } E 15 
x (x + 48a ) 
(٭×)۴ وبدذلك تکون‎ = sin” × (إرشاد: لنفرصس أن‎ 


sin 2× c05 4×‏ 24 = (×) ومنها نستعخدم النظرية 8.7) . 


١ 
(x + 2a) 6 


.X>ÛO YF {cos (ax) } س‎ . : 
x(x + 4a ) 


ہے راچد 


Ta 


e‏ انظر تاب «ألعاد “ت التفاصلية» تالت حولي نري وتر هة د. أجل مادق القرماتي 
ود. الفيتوري عمر سالم من منشورات جامعة الفاتح - طرابلس عام 1989. (ملاحظة امرجم 


lk a laa a aa r 2T cihiciLE wû aE GB 
SS E Rg O Ss To a ر“ ع ف‎ 
E ا ل 3 ا ا‎ a ah ag A pa pT rh 
ل ١ل اي للم ا ت ل‎ 
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الفصل الغاس 


9 


Infinite Series iil المتسلساات‎ 


نفرض أن (4) هى متتالية أعدادء ونعرف الحتتالية [,5) المرتبطة ا بالعلاقة : 


عندئذ تسمى (ء) بتتالية اللجاميع الجحزئية للمتسلسلة اللامائية به ب2 . ويسمى العدد 
,ي بامجموع الحزثي النوني .)Partia sum(‏ ویسمی ,ےھ بالحد رقم ۸K‏ (الكائي 
المتسلسلةم . قد يلاحظ القارىء الفطين أن هله المقولة لا عرف حد الحسلسلة 
اللانهائية . بالفعلء لا يوجد فرق أساسى بين (,؟) ويه به . فكلاهما يشل دالة (نفس 
الدالة) من N‏ إل - داخحل ۸. الفری ر بسن دراسة التتاليات ودراسة المتسلسلات يكمن 
فقط ى وجهه النظر. وتار خياً فقد ؛ يحثت المتسلسلات اللاشانية ولا رمالانه کان من 
لطبيعى طرح التساؤل عا إذا كان الجموع يكن تمديده ليعطي قيمه لمجموع فة لانهائية 
من الحدود. على سبيل المثأل: 


۳ 1 ا 
و e -F‏ ۰ > +1 
1 1 1 
a.‏ +4 + 1+2 
n‏ 3 2 
9س1 + +1-1+1-1 
22Î‏ 
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ن اللاب الا عل السلسلات. 


مصطلح ورمور نستحدم ٤‏ اا اللامهائية. 
تعر بف 9.1 : 


تكون المتسلسلة ,ةه ب2 تقاريية إذا كانت متتالية مجاميعها الجزئية متقاربة. وني هذه 
الحالة نکتب : 


2 1 
a = im 2 a}. 
k= | " إس*‎ 


لفد قمنا فقط بتقديم بعض المصطلحات والرموز الخاصة التي ربجا تكون جديدة على 
معظم القراء. وفي الواقع فإغا لا تستخدم بشكل شاملء ولكنيا مناسبة. أولاً لاحظ أن 
ارم a‏ یرمز إلى دالة (من ۸ إلى داخحل ۸) في حين ان a‏ 2 يرمز إلى عدد. وهدا 
التفريتق أو الفصل أجريناه بالطريقة نفسها التي استخدمنا فيها ؟ للرمز إلى دالة في حين أن 
(×)۴ ترمز إل عدد في مدى هذه الدالة. وتكمن الخصوصية الأخرى في المعنى الخحاص 
لكلمة «تباعدبة». وقي الاستعم|ل العادي نفسه تستخدم الكلمة «تباعدية» لوصف أية 
متسلسلة ليست تقاربية : وهنا نسمى مثل هذه المتسلسلة باللاتقاربية (غر التقاربية) وعندما 
نقول: إن ه ب2 تباعدية نعني أا غير تقاربية بمعنى خاص أو بطريقة خحاصة هي بالذات 
أن مجاميعها الجحزئية تؤول إلى المالانجاية #. ۰ 


مثال 9.1 المتسلسلة الهددسة: 


المخسلسلة ٠‏ ١ے‏ تقاربية عندما وفقط عندما يكون 1> إإ| . إذا كان ١۶1‏ فإن 
المجاميع الحزثية تعطى بالعلاقة البسيطة: 
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ر ا اا اا إذا کان 1> إا فإن 0= ٣٣نا‏ > ولذا 


فلديناً: 


ا 
1 5 > 
ت ۲ 


(ris). 


i s 3‏ ` : 1 
وإذا كان [- >۲ فإن إ١)‏ عير حدودة. ولداقان ات اعد واا کان 
| < فإن م = ”٣ا‏ ”اا ولذا فإن >r‏ تباعدية . وإذا كان | - = ا فإن متتالية 
اللجاميع الحزئية هي ("(1-)] ومن ثم فإن < تباعدية. وأخيرا إذا كان 1= ۲ 
فإن المجموع الحزئي النوني يعطى بالعلاقة 1 = ره ولذا فل ۲ تباعديه. 
مشال 9.2: 


إذا کان: 


فإن ,ه < تقاربية و 0 = ه ل2 . في هذه الحالة يكون من الأسهل أن نكتب المتسلسلة 
` 


- 


منال 9.3 المتسلسلة الترافقية : 


ا ر2 ) < تباعدية» ولاثبات ذلك تأخذ المجموع الجزئي رقم («2) ونجمع 
الحدود کا یل : 
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5 ( | ( | )1 0 
س ا ل 4 )بل کے چ س : + إ كل 
8 2+ 2(7 
1 | 
أ .ا 
2 2 +1 
| | ع | 1 
+ © | +( س +{ إل نے س س 
2 2 4 : 44 44 ك 
(١ 3‏ | 
2 س . _ چ 
e 2 + 4 ) 2‏ 
1 1 أ | 
ا a‏ ج + 7 ا 
وإذا كان 2<" قإن: 
| 3 1 11 
E‏ 
ا k=l Kk E kK‏ 


وبذلك ينتح أن - به تباعدية. 
والخلاصة الأول التى سنتبتها للمتسلسلات هى نتيجة بسيطة للتقارب . 
مفترص 9.1 : 
إذا كانت ۵ بے تقاربية. فإن 0= ه ١زا‏ 
الرهان: 
2 و 4 a=‏ > فال : 


ا 1 ّ 


lim a =lim {$ —5 J) 
n f 1 * H n= |ِ 


= lim Ss — him S 
Mf I Fl; 


لاحظ أنه وفقا هذا المفترض فإن الشرط 0= ,هة ,٣ا‏ هوشرط ضرورى فقط لتقارب 
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,ه < . لكن هذا الشرط ليس كافياً للتأكد من التقارب. لأن المتسلسلة التوافقية في مشال 
3 تين أن النتيجة العكسية خحطأا* . 

نفرض أن ۾ ب2 متسلسلة لانائية ثم نغير عددا عدودا من الحدود لتكوين المتسلسلة 
2b‏ راذا کان ۸ هوأر علد صحيح بحيث بكرن عند Db, * a,‏ 


RE n Zں>‎ N عندثد فان‎ > o, 2 4 


i1 
2-2 
د(‎ 


k= 

وبذلك فإن اط بے ثقاربية عندما وفقط عندما تكون ,هة به تقاربية» ونكون قد ألبتنا 
اجه التاليه: 

نظر ية مساعدة 9.1: 


. عندئد یکول کلاھا إما تقاربیتہن او کلاهما تباعدیتین‎ e 


وبالطر يقة نفسها الت أثببت ما النظرية المساعدة 9.1 يمكن أن نين بسهولة آنه إذا حذف 
علد حدود من الحدود (أو استبدلت بالصض لا يتغير تقارب أو تباعد المتسلسلة. 


ماریسن 9.1 

1 أثيت أن حذف أية فة محدودة (نهائية) من الحدود من متسلسلة لانهائية ,هة ب2 لا يغير 
من تقارا أو تراعدها (لاحظ أن: حذف الحدود مشابه لاستبداها بالصفر ولكنه ليس 

2 _ أثيت أن التقارب أو غر التقارب للمتسلسلة a‏ 2 لا يتغر بإصافة عدد کر ولکن 
دود من إالحدود الحديدة إلى الإتسلسلة. 


e عکس الفترض غر صحیح ولک نفیه أو نقیضه) صحیح دائ (طالا کان ف‎ (FÊ) 
نفى المفرض (أو النظرية) من نفي كل من الشرط والنتيجة وجعل نفي الشرط نتيجة وني النتيجة شرطا‎ 

N,‏ الوارد تحصل علل نغيه کانتالي. «إدا کان ل #۶ ك lim,‏ فال لا متباعدة» وهو شرط كاي للتاعد 

رک ر ررر فالا الات ماعا مم اق 0 > n‏ (ملاحظة المرجم) 
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3 أعط مثالا على متسلسلة لاتقاربية a‏ 2 بحیث کون 0 = ,هھ ,نا » وتأخحذ S8,‏ 
عددا لانپائيا من القيم الموجبة وعددا El‏ من القيم السالبة. 

4 أعط مثالا على متسلسلة تباعدية a,‏ < ذات عدد لانمائى من الحدود السالبة وعدد 
غ ب S‏ ¢ £ 

5 _ اأعط مثالا لمتسلسلة تىأعدية ,23 بحیث یکول 0= )= ( im,‏ > آی آن پک 
تؤول إلى مالاناية أبطأً نما تؤول ١‏ إلى ه. 


ا 


CC LNCS 
k(k + 1) کا کا ا ا‎ 


1 د( 1 
ارشاد: 
لإ Fre k kF+1‏ 
7 عين ما إذا كانت المتسلسلة به بے تقاربية أم تباعدية حيث: 


2 
, kam , m=l2, 


. لقيم K‏ الأخحرى 0 
8 عين ما إذا كانت المتسلسلة التالية ,هة ب2 تقاربية أم تباعدية : 


. . 1 Tk 
3a د‎ 2 uu 0 <) 
k + 3 2 

] +37 


حيث إ×] ترمز إلى دالة آکر عدد صحيح (ارشاد: فك ,؟). 


9 ۔ آثبت معیار کرشی للمتسلسلات: المتسلسلة ,ه ب2 تقاربية عندما وفقط عندما يوجد 
لکل 0 < ع عدد N.‏ بحیث إن ۸N‏ < ص < د يؤدى إلى 


1۴ 
2 1 <s 
a 
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Comparison test ةiرlal اختار‎ 2.9 


ندرس ف هذا البند المتسلسلات الي تعقق حدودها الشرط 0< هة لكل »K‏ ومشثل 
المتسلسلات تسمى بالمتسلسلات غير السالبة. وبالثل إذا كانت 0 < ۾ لكل K‏ فإن ة بے 
تسمى بالمتسلسلة الموجبة. 

ويكمن أحد الأسباب الواضحة لدراسة هذه المتسلسلات في أنها تكون أسهل في العمل 
معهاً بالقارنة 2 السات دات ادود الموجية والسالية (متعاقية الاشارة). 

والسب الآحر هو أن الأعم ال المبكرة التي تتاولت المتسلسلات كانت خصصه 
للمتسلسلات غر السالبة. ففي القرن الثامن عشر وأوائل القرن التاسع عشر أئبت بعضص 
كار علاء الرياضيات نظريات أعطت المعاير التي تعدد ما إذا كانت المتسلسلة غر السالبة 
نقاربية أم تباعدية . وهذه النتائج تعرف «باختبارات» تقارب المتسلسلات . وفي البداية نعطي 


حه عامة ومهيدة للغابة : 


نظر ية مساعدة 9.2: 


تکون لمتسلسلة غر السالبة ,ه < تقاربية عندما وفقط عندما تكون متتالية جاميعها 


الخحزئية یلو ده من أعلى . 


الرهان: 
من الواضصح أن متتالية المجاميع الحزئية غير تناقصية . ومن تم وفقا لنظرية المتتالية المطردة 


i‏ اھ س م ٤‏ بے ج " فوص + OT B KE e EWI‏ أنه 
لساك و ا ef‏ 
(نظرية 2.5) تكون 3 2{ تقاربية عندما م 


ومن الواضصح آذه ادا كانت المسلسلة غير السالية لاتقاريية فنا تاعدیه (نحر ). وأول 
:)dominane(‏ يقال ان المتسلسلة غير السالبة 0 ب2 تهيمن على المسلسلة غير السالة 
۾ < إذا وجد العددان 8 و × بحيث إن ×N‏ < » يودي إلى 5 8 > 4. 
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نظرية 9.1: اختبار المقارنة . 
وو د وا E E ll‏ 
,ه به . إذا كانت ,ا به تقاربية فإن ,هة ب2 أيضا تقاربية. وإذا كانت هة << تباعدية 
فإن ,طا بے أيضا تباعدية. 
الرهان: 
رض ان ,ا2 قاري وان .6ت غين عل .۵ =. علد وف لطر المساعد 
1 يکن أن نفرض أن ا 8 > ,4 لکل K‏ ما يعطى : 


ومن ثم فالجاميع اخرزتية للمتسلسلة 2a‏ حدودة من أعلى ولذا فهى وفقا للنظرية 


اللساعدة 9.2 تقاربية. 


والحزء الثاني من النظطرية هو جرد نفى (نقيض) (ع۷إا5ممة۲٤١هء)‏ للجزء الذى أتبتناه. 


مثال ٠:94‏ 
1 
إن المسلسلة س بے تاعدة لأر 
: 7د ت باعي دل 
إ أ أ ا 
پس = د 
2k ~ ] ak 2 k‏ 
1 
2 بے تباعدة 


ويكون من الصعب في کشر من الحالات أن نبرز معامل دقیق 8 لتكوين المتباينة 
a, 5 Bb,‏ التی تبين علاقة أهيمنة. 
نظرية 9.2: اختبار المقارنة بالنهايات (الاقتراي اهمه رئه) : 
ااا اا2 و این وسا ی ی کون 
0 د ( lim,‏ ا ای مه ارعان س 
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ad 
: يژدى إلى‎ K < N فإنه يوجد عدد ×۸ بحيث إن‎ » lim, ( (1 ا‎ 


kK 


ا 
Db,‏ 2 
: ٍ[ 
أو <a, < 2L,‏ ,)=( 


وسدلك فاب 2a‏ يمن عسل 2b,‏ و ,4 ب2 تحت هيمنة ٥,‏ بے . وتنتح النتيجة من 


.9.1 نظر ية‎ 
:9.5 مثال‎ 
= 
ر تاعدية »> لأن‎ Am, 
dk + k +7 
| k ¬ 1 1 k — ] 1 
lim, : حو ا‎ = lim, ا ي‎ 
2k +k +7 1/k 2k +1 + 7/k 


ت 


وحيث إل تبأاعدية » نستنتح ال المتسلسلتين تساعدتان معا . 


3 اختبار التکٹیف لکوٹی 


ف مشال E‏ حت AE‏ التوافقية ج ادود ف متسلسلة أکڑ تکشفا (more‏ 
condense 4(‏ كن اختبارها بطريقة أسهل . وهذا الإجراء یکن استخدامه فى الحالات 
الأعم» وهذا هو سحتوى النظرية التالية. 


نظر ية 9.3: اختبار التكثيف لکوشي . 
إذا كانت ,ه به متسلسلة ذات حدود موجبة بحيث إن (,4) غر تزايديةء عندئد 
تكون 4 < تقاربية عندما وفقط عندما تكون المسلسلة ره 2< تقاربية. 
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الرهان : 


به . ۳ کے 
نأاخذ المتتالية المكونة من "2 عددا: 
هُ 4 4 
امو e FF‏ 


وحيث إل رة هو آکر عنصر في هذه الفثة و .رة أصغر أو يساوي أي عنصر فيها فإنه 


N 1 
i n+1 
کے‎ e. 
ج = س 7< 2< ره"‎ 2 
ا‎ 
i ا‎ 
Ti n+ i 
DEI ED 2ے دو‎ oy 
8 2 kK 2 5 2 
n= j =7 > ] 


وبالتالي فإن المجاميع الجزئية للمتسلسلة ة ب2 محدودة عندما وفقط عندما تكون المجاميع 
الخحزئية للمتسلسلة بره 22 غدودة. 


مشال 9.6 : 
تكون المتسلسلة -م- تقاربية عندما وفقط عندما تكون 1 < م . ندرس المخسلسلة 
«المكثفة» 
1 1 
Gy e‏ 2 


وهله RE‏ هندسهة ذات اساس i PEE‏ وهو ا2 . وغاأ أن [ ے ۴ 2 عند ما وفقط 
عندما یکون 1 < ۴ تنتح صحة المنطوق من النظرية 9.3 ومعلوماتنا عن المتسلسلة الهندسية 
من مثال 9.1 . 

رعند تطبيق اخحتبارات القارنة وحل الأمثلة عليها قد يتبادر إلى الذهن التساؤل عن وجود 
«متسلسلة شاملة عامة لاختبار المقارنة» أي تلك المسلسلة ن ب2 الت تتباعد ببطء بحيث 
تهيمن عليها أية متسلسلة موجبة تباعدية. 

وبطرح هذا السؤال بصورة أكثر دقة نقول: هل توجد تلك المتسلسلة الموجبة التباعدية 
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: 
٠‏ < بحيث إنه إذا كانت ط < متسلسلة موجبة تحقق العلاقة 0= ( ك ) مزا 
kK‏ 


فإن ,ط2 جب أن تكون تقاربية. ومنل هذه المتسلسلة لو وجدت لكانت ستصبح 
متسلسلة مثالية الاستخدام في اختبارات المقارنة. 


ولسنوات طويلة ببحث علاء الرياضيات عن مثل تلك المتسلسلة» غير آنه ثبت في عام 
7 أنه لا وجود ثل اة اة الاملة لاخحتارات المقارنة وهه هي أهمية النظرية 
التالية التى أثبتها في الأصل أبل اعا . 
نظر ية 9.4 : 

إذا كانت ه < متسلسلة موجبة تباعديةء فإنه توجد متسلسلة مسوجبة تباعدية )0 ب2 


َ Db, 
a, 


الرهان : نفرض أن 
b a‏ 
a‏ = ودعرف کک 2 علل تل فان )> ( im,‏ 

kK k J)= 

1 
im, | (=o, 

8 
k 


لأن 4ب2 تباعدية. 


ولکي نبين أن ,ا2 تباعدية نبين أن جاميعها الجزئية لا تكون متتالية كوشى . لأي " في 
۸ تسمح لنا لاحدودية ( )s‏ باختیار ۳ < ۸ بحیث یکون ,25 < ,ک عندئد: 


١ rr 1 1 1 
a 
٤ 
Si cE 2 
k=] 2 k=m k=m 5Š, 
nı N 
_ِ 7 S| 1 
ج ج‎ = S8 
karn S1 وك‎ k= 


| 
و 
ا 
ب 
ا 

1 
E 
۷ 

تا 

پا سیم 
دا | م 
سسا 
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ومن ثم فإن _ لط 2) ليست متتالية كوثى ما يؤدي إلى أن ,طا < تباعدية. 
ڪه ٠ k= j‏ 
وف عاولة نعسال تھارت او ا مسال مر ولاه فال واسصسدة من أصعب مسال الق 
تقابلنا هى إبجاد الاختبار (أو الاختبارات) الناسبة الى تؤدى إلى الحواب على السؤال هذه 
المتسلسلة . وهذ! الغرص نؤجل مموعة المسائل حى ناية بند 9.5 حيث نكون قد عرضضا 


تقدم النظريات الثلاث التالية الاختبارات الشائعة للتقارب الى تعرف عايهاالطالب في 
منهج حساب التفاصل والتكامل» وهي سهلة الإثبات والتطبيق» ولكنا تعطى الإجابة ففط 
لانواع خاصة من المتسلسلات . 

وبالطبع فإنه يمكن توجيه النقد إلى أي اختبار للتقارب. وهذا النقد يتعلق بمحدودية 
قابلیته للتطبیق . وسبب وجود عدد کبیر من اختبارات التقارب (وسندرس عددا قلیلا منہا) 
هو أنه لا يوجد اختبار واحد يمكن أن يبن تقارب أو تباعد كل متسلسلة . ويمكن التأكيد على 
أن أية متسلسلة تنقارب عندما وفقط عندما تكون لمجاميعها الحزئية متتالية كوشى (قارن مع 
رين 9.5.1) » غر أن هذا ليس معيارا واقعيا للاختبار. إن تحديد ما إذا كانت التتالية حقق 
معيار كوشى يتضمن الصعوبة نفسها مثل اختبار ما إذا كانت المتتالية محقق شروط تعريف 
التقارب. ٠‏ 


نظر بة 9.5 اختبار التكامل ‘Integral Test‏ 
نفرض أن به به متسلسلة موجبة ذات دالة لاتناقصية ٤‏ بحيث أنه لكل » يكون 


eC sS‏ ¿ ا اى 
هبه تقاربية عندما وفقط عندما يكون لتكامل العتل ؟ ل 


ik) =‏ عولد لل فإل ۾ 


ارا 
البرهان : 
إدا کان 1+ )> »×> k‏ فإن: 


a2 RZ) Zz fk + D =a. 
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ولاك أل : 


1 1 
ۋەن دم فان a,‏ 2( یلو ده ص اعل إدا وفقط ادا کار oo.‏ < 1 ا N‏ 
مثال 9.7: 
1 
المتسلسلة د بے تباعدية . ندرس التكاما : 
(k log k)‏ س مل 
dx b‏ ۳ 
lim [log (log x) = o.‏ = - 
x log x 2‏ 


ومن ثم فإن التكامل والمتسلسلة تباعديتان . 

وقد كاملنا في هذا الخال على الفترة (» ,2] بدلا من (* ,1] لتجنب صعوبة تعريف 
(1 ع10) ع٥ا‏ . واهمال الحدود الأول لا يؤثر على تقارب أو تباعد المتسلسلة. 
نظر ية 9.6: اختبار النسة . (Ra ٤i0 )e56(‏ 


نفرض أن DEN‏ متسلسلة موحية بحيث إل 1L‏ =) )سنا عند تل : 
1 > 1 تتضمن أن ه ب2 تقاربية 
LZ>1‏ تتضمن أن 2a,‏ اديه 
وإذا كان 1= 1 فإن هة بے قد تكون تقاربية أو تباعدية. 
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الرهان: 


ولا نفرض أن E I‏ وار غددا بچ کون 1> ۲> ا . عنلائد یوجد عدد N‏ 


a 
يژدى إل ,> أ ويذلك فإن:‎ ) < N بحيث إن‎ 
ت | د‎ 
1 


ay, & FA, ST (ra) Cy 


2 3 
ay, S Fa, ST (FT a) =F a 


N +3 NY N 


ومن ٿم فإِن 2 تكرن حت «همة مضاغف السلمل ادس القارية رك 
وبذلك وفقا لاختبار المقارنة تكون به ب2 تقاربية . وبعد ذلك ندرس حالة 1<1 . وهذا 


1 


يضمن آنه يوجد عدد '× بحيث إن × < » يتضمَن 1 < ENT‏ 


ر Kk‏ 
< 4 . وبذلك فإن '× < ) يتضمن 0 < هة < ,هة ومن هنا فإن نهاية إ4) 


k +1 k 


ليست صفراء ومن هنا وفقا للمفزض تكون هة < تباعدية. 


aT N CC 
: قيمة للعدد م نحصل على‎ 


ولكننا رأينا في مال 9.6 أن هذه المتسلسلة تقاربية إذا كان 1< م. وتباعدية إذا كان 
p>‏ 
واختبار النسبة قابل للتطبيق للمتسلسلة سر يعة التقارب أو سر يعة التأاعد مشل تلك 
المنسلسلات التي تحتوي على عوامل أسية أو صبغ المضروب. 
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: 
: 
: 


k 
٣ اڪ‎ 0 EF ك‎ 3 
تقاربية لأي عدد حقيقي ۲؛ لأنه بتطبيق أختبار النسبة نرى أن:‎ (K5 ا‎ 
, k+1 
(k + 1)! 
|i, a x= o = Û, 
۳َ . 
(k!) 


نظر ية 9.7: اختبار اخذر . (root tes)‏ 


نفرض أن هب2 متسلسلة غير سالبة بحيث تكون ا= "(,4) ,”نا » عندئذ فإن 
1 > ا1 تتضمن أن هھ بے تقاربية 1< 1 تتضمن ه4 2 تباعدية. 


وإذا كان 1 = ا فإن ه4 بے يكن أن تكون إما تقاربية وإما تباعدية. 
البرهان: 


انظر عرين 9.5.1 , 


(Delicate Tests) éقدll الاختبارات‎ 5 


تؤدي الحالة الغامضة (غير الحاسمة) في النظريتين 9.7 9.6 حيث 


ك fk‏ کک . 
lim, ) =‏ و 1 lim, (a)‏ ف التساؤل عم)ا ادا کأنت هنا طر يقة 


ما لتدقيق اختبار اللسبة بحيث يعطي إجابة حتى لو كانت ناية النسبة مساوية ل 1. 


2 3 4 
على سبيل الال يمكن أن نتساءل بأية سرعة يؤول إلى 1؟ يكنا أن نختر 
kK‏ 
ت ب م ۳ qd‏ £ 
نهاية الصيغة غير المعينة J-1}‏ )) ۸ » ويكن أن تعطينا قيمة نايتها مؤشرا 
k‏ 
d‏ 
ما اذا كانت اللسة ٠ا‏ زات عة ف اتحجاه أن تک ن ا 
حول ما إذا كانت الس 3 دات نرعه ي جاه آن تکون اکر من 1 ( ما يدل على 


التباعد) أو أصغر من 1 (عما يدل على التقارب). وهذا هو هدف الاختبار القادم . 
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نظر ية 9.8: اختار .(Kummer’s Tes) ag‏ 
نفرض أن ب2 متسلسلة موجبة وأن لمط) متتالية موجبة بحيث يكون: 
a‏ 
k+|‏ 
<L (1)‏ ب lim, (P,‏ 
k‏ 


فإذا كان 0 < 1 فإن به به تقاربية 


۰ ر 
إذا كان 1>0 و س بے تباعدية فإن 4ے تكون تباعدية. 


k 
الرهان:‎ 
حيث‎ N نفرض أولا آن 0 < 1 ونختار ۲ محقق المتباينة ا > ۲> 0 . عندئذ لبعض‎ 
يكون:‎ k < N 


Pg, 2T. 


ومن نم 
Pr a 7 Pn An, 2 FAR‏ 


N+2 ûn+2a 7 FA, 32’ 


p} d3 P 


N+m-1 N+m-=l1 


Nen Re î 


وأدا معا هده المتمأينات » فال الحدود ٤‏ الطرف الأيسر تختصر زوجا ا إلا احدین الأول 


N +- | 
Pa, ~P,, a a, (2( 
N N Ntm N+m N+ 
r 
P۸ A P+ A + E Lin SJ a (2) فال‎ n 2 a وإدا کان‎ 
ISy+m < Sy * Py An 7 Pra An+m < Sy * Px A, أو‎ 
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ومن ٿم فلکل " فی N‏ نحصل على : 


(n, =) 
Sx+m S SN T Pn e 


وبذلك فإن ( ء) عدودة من أعلى وبالتالى فإن ,4 بے تقاربية. والآن نفرض أن 0> 1 
ونختار ١‏ ببحيث أن kK < N‏ يؤدي إلى : 


Pp O 


وعندئدذ فإن K < N‏ يودي إلى آل ,ي ,۴ =5 4 ۲ » ومن تم فإن: 


Py a 5 Po A 5. EP 8‏ (طالا )m<×N‏ وبذلك فإن 


e 1 oT d 
يمن عل و وفقا لاختسار المقأرنة ي‎ 2a. ودا فال‎ 1 Pn ا‎ < 4 
k TTL 
1 
من تباعد ا تباعد ۾ بے > بذلك يتم الرهان.‎ 


Py 
: )Kabbe’s Test) نتيحة 9.8: اختار رأ‎ 


نفرض أن ,ه ب2 متسلسلة موجبة بحيث يكون: 


im, {Kk ( ا‎ 


e 


فإذا كان 1 < 1 فإن 4ے تقاربية. 
وإذا كان 1> 1 فإن 4ب2 تباعدية. 


وإذا كان 1= 1 فإن هب2 قد تكون إما تقاربية أو تباعدية. 
الرهان: 


ونترك التفاصيل كتمرين (مرين 9.5.3). 
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مثال 9,9 


| 135 1.3. 4... 2k ~ 1) 
ا ا‎ nm 
2 °` 24 26 2.4.6... 2K) 
1 
1+) 
1i K+ [ - fim 2KÎ = 1M 
kg Tk k2 kK (2) 
2 4+ 


ولذا لا يؤدي الاختبار إلى نتيجة . والآن تطبق اختبار راي : 


ار 


Y= IE ]-! 
: 


k{ 


a 
Zak + 2 — (2k + 1) k 
2k + } Ak + 1 
: 1 ہا أن ےے > ا[ فإن اتبا ل‎ 
۽ قا بار راي يبين ان المتسلسلة تاعدية.‎ iM, K+ 1 = 2 9 
9.5 ماریسن‎ 


1 برهن اختبار الخذر (نظرية 9.7) (ارشاد: انظر برهان اختبار النسبةء نظرية 9.6) . 


js 


f 
a, = SUP, (2 a, : مسلسلة موحبة فإن‎ 2a, اٹ أنه ادا كانت‎ 2 


ا 
i‏ 


1 

3 رهن احتار راي تہ لحه 3.8( . 

4- آثبت إذا كانت ,ه بے متسلسلة موجبة تقاربيةء فإن 24 تكون أيضا تقاربية. بن 
بمثال أن »24 يكن أن تكون تقاربية (ولكن غير موجبة) بينم 4< تباعدية . 
التمرينات 5.6 امتدادا لاختبار المقارنة الاقتراں (بالہايات): 
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5ے الت ات اذا کانت وھے: 6ے اسان رجن بحت کون ا ے قاری 


ا 1 ٠‏ س ت 
im, ( )-0 9‏ قأن ,24 تقار سة أبضا. 
k‏ 


a,‏ | ا 
تماعديه و =) ( im,‏ ۾ فال a,‏ 2 شساعدبه أيضا. 


k 


حدد التقارب أو التباعد لكل من المتسلسلات التالية : 


1 1 
2 E E: 2 TS ا‎ 
Kdlog KJ) V k(k -1) 
1 r 
ر‎ e ا[‎ 2. KI 9 
k log k {log (log Kk) 
3 Kk 
1 k {(k + 1) 
12 Þ2 : 11 
Vk — 4 (2k) 
1 k! 
_ 14 13 
(log k) 
k 
2 k + 3 
>ke“ _16 رض‎ : 15 
5 
1 E 1 E ا‎ 4 1 2 y 
E EE E 
م 2ے 2 ا ےا‎ 6 
3 5 3.5.7 3.5.79 
1 1.3 3P 1.3.5 ¥ 
ا‎ 4 ١ _19 
0 ا‎ 2.46 ] + 
1 ا‎ 1.3 1 1.3.5 1 
n PE E E e 20 
3 2 3 2.4.6 1 
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منتدی افریقیا سات 


9.6 التقارب مطل والتقارب الشرطي 


ندرس في هذا البند المتسلسلات ذات الحدود الموجبة والسالبةء والشىء الأول الذى 
سنفعله هو فصل تلك المسلسلات الى تتقارب بصرف النظر عن اختلاط (تعساقب 
ااشارات. 


تعر بف 9.2 : 


وإذا كانت ,ه ب2 تقاربية ولكن |,4|ب2 تباعدية عندئذ تسمى ,هة به متقاربة شرطي 
(تقارباً مشروطا). 

وك) سترى في النظرية التالية فإن التقارب المطلق للمتسلسلة 4ب2 يعني أن 2 
تقاربية ؛ ولذا فإن احدى إمجابيات التقارب المطلق واضحة: إنه يسمح لنا بتحديد التقارد 
باستخدام الاختبارات الواردة في البند السابق للمتسلسلات غير السالبة اها ب2 .غير 
هذه الأوضاع المناسبة لا تظهر دائماء فهناك متسلسلات تقاربية (شرطيا) ,ة2 تكون ‏ 
E a‏ 


والمتسلسلة في المنال 9.2 هي من هذا النوع . لقد رأينا أن المتسلسلة تقاربية إلى المجمو 


k=] 

al =1 +2) (++ : ولكن‎ 
2n - 

ا ا ا a‏ 2 


وسحيث أل K‏ تباعدیه پنتح ال la‏ 2 تىاتىل يه . 
نظر ية 9.9 : 
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الرهان: 


حیٹ إن || بے تقاربية فإن مجاميعها الجزئية تكون متتالية كوشى ذا کان ص < ۾ 
قانه مک تابه : 
a 2 a 2 a‏ 2 ۹ 
a - 2 | (1)‏ 2| = 
| ت k=}‏ 


والطرف الأيسر هو الفرق بين المجموعين الجزئيين ال ١‏ وال " للمتسلسلة || < » ولذا 
وفقا لمعيار كوشي فإنه يؤول (الغرق) إلى الصفر عندما تؤول ص و١‏ إلى ». 

والطرف الاين من السطر الأخير من (1) هو القيمة المطلقة للفرق بين المحموعين اللخرئين 
ابا وال 9 اماس ad‏ وحيث إنه ا أن يؤول إل الصفر عندما ١‏ ." 
تؤولان إلى . فإن المجاميع الجزئية للمسلسلة هة 2 تكون متتالية كوشى. وبالتالى فإن 
ZE‏ تقأربية. 

وحتى الآن لا توجد اختبارات للتقارب الشرطي . 

ي البداية نختر إىه| < لتحديد ما إذا كانت ,ه < تقاربية مطلقاً. إذا كانت || < 
تباعدية فإننا نحاول أن نكتشف التقارب (الشرطى) أو اللاتقارب للمتسلسلة به ب2 
بالاستعانة بخواص هذه المتسلسلة المعينة . على سبيل المثال إذا كان ۶0 ۾ ها فإن 
,جه ب2 ووفقا للمفرض 9.1 لا يمكن أن تكون تقاربية. 


أو ظريا مسال تعرف أ س انبر . ونتج رل | ا ص تشابپھا مہ 


نظر ية مسباأعدة 9,3 ۰ 


إذا كانت كل من لط) » لة) متتالية عددية ,24 = ,5 يكون لكل :١‏ 


k= 
2 ê Dy 8 D+ کک‎ 2 5 (Dı, ا‎ bJ. (2) 
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الرهان: 


إدا عرفا 0 = رء نجد لكل )من N‏ أل 5 - 5 = هة . وبالتال فإن: 


11 


Ti 
2 a, b E ت‎ 
kz] 


kK «1 P4 


Tc. F Dr (8 S,-(‏ )ر5 ر8( D+‏ ر5 کک 5( , چ 


= s, (b, = b,) +s, (Db = bJ) + ...+s (hb ~b)+b sS 


= 2%, ~b +s b ~s bb +5 Db 


$? n+] i f+ 


2% (bı = DJ F sS, (DP, 7P, Fs, (DP, 2P, e b 


HF FF] 


وقد اأكتشفت طريقة التجميع بالتجزيء بواسطة آبل الذي استخدمها بشكل مكثف . وتتضح 
فائد تا فى النظرية التالية: 
نظر ية 9.10 اختبار آبل : 

إذا كانت المتسلسلة ,ه ب2 ذات مجاميع جزئية محدودة وكانت ل0) متتالية غير تزايدية 
صفر بة (ااسم) فان ,طا 2 تشارسة . 
العرهان : 

نىن إن المجاميح الحرئية للمتسلسلة ,اة Þ‏ تكون متتالية كومْی . نفرض أن 


it 


n>m yg M=lub{s:nEN} “sS = 2a, 


ا 
والآن بتطبيق النظرية المساعدة 9.3 على المتتاليتين ‏ )د ي ل) 
جد 
fi‏ 
bi -b |.‏ / ,5 د u‏ ا 9 e e 2 (De,‏ = ا 2 
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ويا أن [,ط) غر تزايدية يكون لدينا: 


ر > )0 = a 5 by‏ > ولذا فإن: 
2a‏ 
—( 
|1 
D4‏ ا (Db, 7~ D4 MD M 2 (b,‏ 5 اذ b1 ٣‏ 


MD, FM {b,, ل‎ = MD: 


وا أن 0= ا ,٣۳فا‏ » إذن يتج ,لط ء2) هي متتالية كوشي» ومن ثم فان 
Zab,‏ تقار نة . 
وتتعامل النظرية التالية مع فصل (كوهاء) حاص من المتسلسلات ذات الحدود الموجبة 
والسالبة . في هذا الفصل يكون للمتسلسلة حدود موجبة وسالبة تتعاقب في ترتيب ظهورهاء 
ولذا فهى تسمى بالمتسلسلة متعاقبة الاشارة أو بالمتسلسلة المتعاقبة. 


نظر ية 9.11: نظر ية المتسلسلات التعاقيرة : (alternative series)‏ 


إذا كانت [ ه) متتالية لاتزايدية صفرية فإن المتسلسلة ,ه' (1-) < تقاربية. 


a 
الرهان:‎ 

هذه الخلاصة هى نتيجة سهلة لاختبار آبل . المتسلسلة '*(1-) 2 فا مجاميع جزئية 
محدودة کا هوواصح › وتکون (a‏ متتألسة لا تزايدية صفرية من الفرض› وبذلك 
فالمتسلسلة ,هأ “(1-) < ٠‏ وفقا للنظرية 9.10 تقاربية. 


E 


: 9.10 مثشال‎ 
k +f 


آ ت ر 

المتسلسلة التوافقية متعاقبة الإشارة ا ار قارا رطا ر ف 

ا مخال 9.3 أن هذه المتسلسلة لا يكن أن تكون تقاربية تقارباً مطلقاء وهي تحقق - كى| هو 
واضح - فروض النظرية 9.11 وبالتالي فهي متسلسلة متعاقبة وتقاربية شرطًا. 
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ماریسن 0.6 


لد التقارب المطلق أو الشرطى أو اللاتقارب لكل من المتسلسلات في التمارين 1-8. 


ا 
k‏ 
ر و ر (ک) ا 
log (k + 1)‏ ٌ 1+ 
K .k+| 1‏ 
3 =2 س 
kً +1 k + 1‏ 
los k Kk‏ 
OE RK k k+ 1‏ 
CC: 2 )-1( a aS 5‏ )یں( )د 
kَ k + j]‏ 
k+l‏ 
( 
k+jf 3 Xk 2 (‏ 
ا EEE‏ 
(= )2-0 


(k + 1) (log lk + 1 


«K+ 


9 نفرض أن به "(1-) ب2 متسلسلة متعاقبة كا فى النظرية 9.11: أى أن 
lim, a, = Û‏ ولکل k‏ یکون: 
20 ۵ < ,4 » نفرض أن (5) هي متتالية المجاميع الحزئية . أثبت التأكيدات 
التالية (التى تكون برهانا آخر للنظرية 9.11): 
() المتتالية الحزئية ( رك) لا تناقصية. 
(ط) المتتالية الحرئية [,_ ر5) لا تزايدية. 
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7 اعادة ے2 جمیه واعادة تر تيب المتسلسلات 


إذا اعتبرنا المتسلسلة اللاهائية امتدادا لحعملية الجمسع» فإن هناك أسئلة طبيعية تتبادر إلى 
CE e E ER RT‏ 
() إذا أعيد تجميع حدود المتسلسلة هة بإدخال أقواس» فهل يظل التقارب أو التباعد دون 
تغيبر؟ 
() إذا أعيد ترتيب حدود ,ه ب2 فكتبت فى ترتيب آخحر» فهل يظل التقارب أو التباعد 
دول تغیر؟ 
إن الاجابة على السؤال الأول سهلة» وهى معطاة في المفترض التاليء أما موضوء اعادة 
مفرض 9.2 : 
إذا كانت ,ه 2 تقاربية وط ب2 هى المتسلسلة الناتجة عن اعادة تجميع حدود 2a,‏ 
وذلك بإدخال آزواح من الأقواس» فإن رط به تقاربية أيضاو 


الرهان : 

ينتج التأكيد مباشرة من ملاحظة أن المجاميع الجزئية للمتسلسلة ط < تكون متتالية 
جزئية من متتالية المجاميع الحزئية DERN‏ 
مشال 9.11: 


ندرس المتسلسله : Fo...‏ 


اللجموع الجزئي النوني )١(‏ للمتسلسلة 0 بے . 


245 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


ولبحث موضوع إعادة ترتيب حدود المتسلسلة نعطي في البداية تعريفاً دقيقا للمفهوم . 
ثعر يف 9.3, 


اساسا 2b‏ هی اعادة تر تیب (۳۵7۳1ع۲e4۲۲4۸8)‏ للمتسلسلة 28 إذا وحدت دالة 
أحادية N ja r (one-to-one)‏ فوقیا إل ۸ بحيث يكون: 


.k لکل‎ A 


إن اشتراط أن ٭ ترسم (تعکس - )٠p‏ ۸ فوقيا إلى N‏ يضمن أن كل حذ من 4< 
يظهر (على الأقل مرة واحدة) فى ,طب2 . واشتراط أن ^ هى أحادية يؤكد أنه لا يوجد حد 
من ,4ب2 يظهر أكثر من مرة واحدة فى بط . وإذا كانت ط< تعید تریب عدد حدود 
فقط من حدود ,4ب2 فإنه يتضح من النظرية المساعدة 9.1 أن ,ط2 تقاربية عندما وفقط 
EN NCL oT‏ 


ا 


نؤدى اف بے = 2 . وهذا لا يكون صحيحا لكل عمليات إعادة الثرتیب کا 
سنرى في المثال التالي. 
مثال 9.12: 


«tI 
ت‎ — 
يكن اعادة ترتيب حدود المتسلسلة 0 ر2 التقاربية تقاربأ شرطيا لتعمطي‎ 


متسلسلة أخرى تقاربية شرطيا حيٺ موعها 


(1) > )-1( 
EE k 
٠ نأحذ اتس اة‎ 
kê 
)(¬~1( 1 أ 1 ا‎ 1 
93 e 
k=] k | 4 6 
2 2 
lC E 
4 3 0 
= - 1 +4 e : “ 
2 5 3 
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1 2 1 1 2 1 
ل د ا چ س ن د سل س 1س 7ے 
5 5 4 3 3 
i‏ 2 1 
ےل کے ے کا کک اک ]ا O‏ 
SG FF E‏ 
TE E‏ 
5 4 3 
k+‏ ت 
SES‏ 
k= 1 k‏ 


ان خحطوات مضاعفة كل حد تنتج كسوراء واعادة التجميع صحيحة. ولذا فإن المتساوية 
ليست صحيحة حيث وضعت علامة الاستفهام» وهى الخطوة الى عندها تمت عملية اعادة 
ال 

وتبين النظر ية التالية أن مثال 9.12 لا ين إلا إحدى عمليات اعادة الترتيب الممكنة التق 
تعطى مجموعاً ختلفاً للمتسلسلة التوافقية المتعاقبة . 


نظر ية 9.12 : 

إذا كانت ,4< متسلسلة تقاربية تقارباً شرطياً وكان 1 أي عدد حقيقى فإنه توجد 
متسلسلة ناتجة عن اعادة ترتيب ,2.4 ويكون مجموعها هو ]. 
الرهان: 

نفرض أن لP)‏ هي متتالية جزئية من له) متكونة من كل الحدود الموجبة» ونفرضص 
أن [ و-) متتالية جزئية من [4) متكونة من كل الحدود غر الموجبة. 


GC CE EE EEE DED CTI ETE 


تقأربیتین فإ : 


ومن ثم لكانت ه2 تقاربية مطلقا. وأيضا إذا كانت احدى المتسلسلتين ص2 أو بو 


راا 
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و 0= ب2 عندئد لکل عدد 8 يوجد عدد × بحيث إن n < N‏ يؤدى إلى : 


ما يۇدى إى : 


a - p-2 q, 2 (B+ Q) -Q = B‏ ر2 


k= | k= 1‏ | د 


تقيم iM‏ الكبيرة کبرا کافياً. ولدا فان ,24 عر تقار بيه وبال إدا كانت ٤ 2 PD; gl‏ 


k= | .‏ 
= ر2 فإنه يكن الحصول على DE‏ کن وھ اى علدا جاه 
k=1 k=]‏ : 
الا اا ا ا ا 


1. قي البداية نختار ١)1(‏ بثابة أصغر عدد صحيح بحقق المتباينة 


i. FO, eT Pa) E. 


(إدا کا 0> 1ا تار 0= n)1(‏ > ومن ثم لن توجد الحدود P,‏ من هده 
اللحموعة). بعد ذلك خسار dj da0)‏ یحیٹ n2) IS‏ هو أصغر سا ك e‏ 


4 2 ا 
f‏ 


Py +... FP) 7, 7 42 7 ° 7 Gap) ٍ 


ونحن نعلم بأن هناك عددا كافيا من ال رط وال ب للوصول إلى هاتين التباينتين ؛ لأن 


= م به » * = و به . وعندئذ تستمر العملية بالاستقراء: 
k= |‏ 


k= j 


وتمحرد أن يزيد المجمرع المجزئي عن 1 ٤‏ ادحال احدود السالية التالبة الق 1 
تستخدم بعد حتى يصل المجموع الحزئي إلى قيمة أقل من 1. وبهذه الطريقة نستخدم كل 
لود | 2P, 4 24 e‏ 4 والمجاميع الحرئية للمتسللة إلعاد تر تھسا تند یدب 
حول N8‏ 
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E E N EON OD Me E O E O E E E 


وعلاوة على ذلك فمجرد أن نتقدم بعد رىم فإن المجاميم الحزثية لأ تختلف عن ا 
باكر من 6-0 THIAA {Pe‏ . وهسدا اا لان n())‏ حتار بجی يکو أصعر 
یلد تتحقی عنده المشباينة. ولکن ,24 تقاربية ؛ ولذ فاك lim, A, 7 Û‏ : ولل 
فإن ىه وط جب أن يؤول كلاهما إلى الصفرء ولذا فإن المجاميع الحزئية للمتسلسلة - 
إعادة الترتيب - يجب أن تتقارب إلى 1. ونرى في النظرية التالية - التي أثبتها لأول مرة 
دير شليت ۲٥11ء1‏ _ أن المتسلسلة المطلقة التقارب لا تتأثر باعادة ترتيب حدودها. 


نظر ية 9.13: 
إذا كانت ,4ء2 متسلسلة مطلقة التقارب وكانت ,1ے إعادة ترتيب للمتسلسلة 


,22 فان 2 مطلقة التقارب و 


k 


الرهان : 
نستعين بالرموز:. 
a, = min {q, 0}.‏ ۾ }60 Pp, = max {a,‏ 
ولا بد هنا من كلمة محذير: وهي آن هذه التعريفات ل ي » م O‏ 
استخدامه فى برهان النظرية 9.12. والأن يكون لدينا: 
a, = Px ^ q, yg lal = py, ¬ q«‏ 
التقارب . وأيضا إذا كان: 


وحيیٹث إن P4 ۳ Gre)‏ . ( + فإننا ری ال P7(k)‏ 2 نتج بتکوين متسلسله 
معادة الترتيس - من إالحدود عر السالة من ,ك 3 وادخال أصصار علدما 0( کہ A100)‏ 


249 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


وبدلك فإن کل مجموع جرزئي من 2 سیحقق : 


وعلاوة على ذلك» فحيث إن كل »م يظهر في مكان ما كحد في رم2 » ينتح أن ص 
تساوي أصغر حد أعلى هذه المجاميع الحزئية . ولذا فمن نظرية المتتالية المطردة نحصل على : 


وأخيراء فإن ص2 مطلقة التقارب لأن كلا من ر24 .م2 مطلقة التقارب 
ویجول : 


9.8 صرت المتسلسلات 


إل مفهوم جموع 2 ا هو مقهوم سھں لدر حه أننا اعترناه أمرا ا ل ومضصمونا 
في بعض إثباتاتنا السابقة في هذا الباب. إذا كان كل من ط2 » ,24 متسلسلة فإن 
حموعه) هو المتسلسلة (,ط + ,2)4 > المتكونة بجمع الحدود المناظرةء أي أن الحد رقم ) 
من هذا المجموع هو مجموع الحدين رقم » من المتسلسلتين. ومن الواضح أن كل مجموع 


: جزئي حقق المتساوية‎ 
a +b } = a, + b. 
١ . STS EES 


وبذلك ينتج من النظرية 2.3. التعلقة بمجموع التتاليات التقاربةء إن تقارب طن2» ,4< 
يؤدي إلى تقارب حموعها ظط + ,2(3 وأن: a. b..‏ ر a, bS‏ ر 
k=] k= 1‏ 
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ومرة أخرى فإن المسألة هي محرد تغيير لتوكيدنا من التتالية ليه 2( إلى المتسلسلهة 
,24 . وکا قلنا في بداية هذا الباب فإن نظرية تقارب الحتتاليات تنفي E‏ لرهان اخحر 
لنظريات المتسلسلات الت تكون جرد تعبير اخر لنظريات المتتاليات . 

وني صياغة مفهوم ضرب المتسلسلات لا يصح التشابه المتوقع بالدرجة نفسها. 
مکنا آن لکن حاصل ضرب متسلسلتین حدا بحد فیکون ,۲ ,ھ2 

وهسدا النوع من الضرب يصلح س للمتتاليات. ولكن عند التعامل مع ا 
سيدنجل قانون التوزيع. ولتوضيح المسألة نفرض أن ط2 » هب2 متسلسلتان وندرس 
حاصل الضرب الداخحلل )1nner product(‏ ه) وهو التسلسلة ام مے ۔ ان ا ت ا 
حاصل الضرب هذه يتحدد بتقارب المتالية _ لطي >( > والجموع الجزثي اللوي 

Shc >a, لا يساوي وجه عام حاصل ضرب الجسوعين اران‎ > a, 
2b, ا‎ >. ab, وبذلك فلا يكن أن نكوّن صلة وثيقة بين المجموع‎ 

a‏ . ومن السهل أن نثبت أنه إذا كانت ,4< تقاربية وكانت ,طا< مطلقة التقارب 
فانط < مطلقة التقارب (انظر تمرين 9.8.6) . ولكن إذا كانت كل من ,ة2 » طب 


تقاربية شر طيا فلا يمكننا التأكيد بأن ,ط,24 تقاربية (مطلقا أو شرطيا) . والمثال التالي يبين 


نا صح ما فلا 
مثشال 9.13: 
ا ٍ ٍ 
تتقارب المتسلسلة به تقارباشرطيافي حين أن حاصل الضرب 


| 
الداخلي هذه المتسلسلة في نفسها هو المتسلسلة -> ب2 وهي تباعدية. 


وه الد ن كن فا ا نب االات و چ رر خاصل ب 

المجاميع مساويا لمجموع عوامل الضرب. وهذه في النهاية هي طريقة للتعبير عن قانون 

(a, + a) (b, + b,) = a,b, + ab, + ab, + a,b, : التوزيع‎ 
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وإذا كنا سنستخدم هله القاعدة نموذجا لعملية الضرب فيجب علينا أن نعرف 
٥(‏ 2) ,24) بحيث يضرب كل ,هة (مرة واحدة بالضبط) بكل واحد من ,ط. وبذلك 
فحاصل الضرب جب أن يحون «متسلسلة» على الصورة 2a,‏ بحیث يظهر کل زوج 
N o‏ 

ولتكوين متسس لة معرفة e‏ جیدا (wel! defined)‏ هن حموعه هده الحدود س 
الضرورى ا تق عل الرتیب الذي جب أن تظهر فره ره الود وای جميع - إذا لزم 
- جب ال يستحدم . وعادة يستخدم نجميع خاص وترتیب معين کا يلي : بتم مجمیع کل 
الحدود a,b‏ التي يكون لدليلها المجموع نفسه. وکن ما 1=[ + uk‏ وعد ذلك 
نرتب هذه المجموعات وفقا لقيم ا التزايدية. 

وبذلك فإن حاصل الضرب (ء2) (ة2) بج أن يكون المتسلسلة: 


ab, + (a,b, + a,b, ) + (a,b, + a,b, + agb,) + ... < (1)‏ 
ومن المناسب عند العمل مع حواصل ضرب المتسلسلات. أن يكون الحد الأول على الصورة 
رة وليس ,4 » آي أن : 

: وتبعاً هذا الاتفاق (1) ر‎ » = a, =a +a + a + .. 


a,b, + (agb, + aby) + (agb, F a,b, + ab) +... . (2) 


وعلى شه الصورة فال حاصل الضرب يتبع اأفاع دة نفسها الق تستحدم ۴٤‏ صر ب کرات 
الحدود: 
H1 b b b ۴ bh Ti‏ ی 
(a, Ft ax + ax +... + a,x ) (by + b,x + bx +... + b,x)‏ 
bx + a bx + a b,x b xî‏ 4 ~= 
ay0 E ay0 ×‏ + رار 0 0ر 4 = 
ا 4 2 
+ab,yx + ab x + a,byx + ... + a,b, (3)‏ 
n‏ 3 2 
f a,D xX 4, + aD x NE‏ یار 4 


ر 
ab, + (a,b, + a,b) + (agb, + a,b, F ab x + <‏ = 


وف السطر الأخحرر من (3) حيث نجمع الحدود ذات القوة الواحدة في ×» نرى أن 
معامل × مساو لجموع ادود a,b,‏ الق ا ECE‏ وبالطبع › لا تصح هذه القاعدة 
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هذه ادود وهداً الرمر ا تسسات فل مه گوشی . وسورد ألأن التعر يف الشكلى. 


تعر يف 9.4 : 
حاصل ضرب كوشى للمتسلسلتين ,ط2 ؛ ة2 هو المتسلسلة »> الت يعطى فيها الحد 

رقم K‏ بالصيعة: 

C = 24b ۴ (4) 

ومهي) كان هذا التعريف طبيعياً أو مبررأء فعلينا أن تثبت أن مجموع حاصل الضرب يساوي 

)5( (ظ 2( اد 


طالا أن المتسلسلات الثلاث تقأريية. 


وسنری فی) بعد (مثال 9.14) أن oe‏ یمکن أن تتباعد حتی لو کانت 4ے › ٥ے‏ تقاربیتین 
تقاربا شرطيا. 


ولكن في البداية نثبت أن (5) تصح طالما كانت ۾ ب تقاربیتين تقاربا مطلقا. 
نظر ية 9.14 : 


إذا كانت المتسلسلتان بے 4٤‏ بے E‏ فإن حاصل صرب کوشي 


CC (> a (2 b٣ 


الرهان: 
لكي نيرز المجاميع الحزئية المختلفة القى تدخحل في هذا الرهان فإنه من المفيد اعتبار الخد 


,اه مصفوفة لانهائية ذات مداخل أو عناصر تحتوي على كل التوافيق الناتجة من ضرب 
اله في ال ا . 
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ومن دراسة الشکل 9.1 نری أن حاصل ضرب كوشي 2 2 = e‏ هو مجموع 
الحدود في القطر الذي يبدأ من ,رة الواقع في الصف العلوي والعمود الأيسرء وبالتالى 
فلمجموع الجرئي 2 يتکون من جموع کل ادود ٤‏ ا العلوى الأيسرء وشو فته 
جزئية من التشكيلة (إه٣آه).‏ ا | ج أل د 2 | 
س ر لجموع جزئي کک بتجمیم دود n+]‏ 
الأو ٤‏ ای مود وأخحذ العامل DD, i FE‏ وأاخحتصاره. وإدا دم إجرأء ذلك للأعمدة 
n + 1‏ الاولى نحصل على كل الحدود قي المربع الأيسر العلوي للتشكيل . وإحالى هله 
الحدود ال (1 + )١‏ هي: 


11 


> a 2 a TF (> 4 


1 
k= k=) k=l 


(> 1)3 bJ. (6) 


a, a,b, a, . 
a, a,b, a,» o. ٣ a, P4, لګ‎ . 
aD, aر,‎ aD, 
i b, n f Db, 
a, aD, 1 a,b, 
)9.1( شکل‎ 

ون هذه اللا حظات يتصح أزه کل 1 یکول : 

I1 1 Tl + a 
E 2> bl) < (2. la } DE. ) 
2 <)> )اا‎ 2 (2 a 2 
معلدفة ا‎ Cr وبالتالی قان‎ 
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ولكي نبي أن (5) تتحقق» نتناول الحالة الخحاصة التي يكون فيها ا2 » ,21 
متسلسلتين غير سالبتين . وعندئذ فإن البرهان السابق يوضح لا آنه لكل ١‏ يكون. 


C= (> a (= o: (7) 


k=) k=Û k= 
: ما يۇدى إلى‎ 
2 e (2 a |2 ل‎ (8) 
د‎ a (2 والآن ندرس حاصل الضرب له‎ 


من (6) نعلم أنه يساوي مجموع الحدود ال (1 + «) في المربع العلوي الأيسر من شكل 


9.1 وهذا اربع موجود داخحل مثلٿ ما علوي يسر حموعه Cr‏ 2 


وهذا ل " كبر بدرجة كافية ( 2 + 2۸ < ص ٠‏ بالتحديد) نحصل على : 


> € > a) 


k=Û ° =0 k 


b) (9) 


ل( 
وحيث إن (9) تصح لكل »١‏ نستنتج أن: 
)10( )ڦ >( =(Z a‏ ¢ 2 


ومن (8) و (10) نستنتج أن (5) تتحقق . 

ولاكال الرهانء ندرس الحالة العامة التى يكون فيها ل ,ط2 »> 4ب2 حدود ذات 
إشارات اختياريه. 

لقد أشتنا أعلاه أن حدود التشكيل في شكل 9.1 تكؤن متسلسلة مطلقة التقارب» ولذا 
وفقاً للنظر ية 9.13 يكون مجموعها هو نفسه عند أية اعادة لترتيب حدودها. وبالتالي فإن 
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اللجموع هو نفسه إذا ما رتبت وحمعت الحدود في مثلثات للحصول على ٥,‏ < أوإذا 
رتبت وجمعت الحدود في مربعات للحصول على ,2 a‏ 2( . ومن نم تتحقق 


المعادلة (5) ونكون بذلك فد أتممنا الرهان. 


حاصل ضرب كوشي هما» وسنستعرض ذلك في المثال التالى: 


مشال 9.14 
إذا كانت كل من ,ان2 » ,24 هي المتسلسلة متعاقبة الاشارة 
3 ب | 
SET‏ ل صل صرب كوشى للمتسلسلتين E DE‏ 
تقاريي . نين ان ل٩)‏ لا يکن أن يكون هما الناية 0 وذلك باختبار المتتالية الحزئية لرء): 
ا 17-) 2k‏ 
a‏ س ا کک 7 Co‏ 
Viji+1 2k — j-1‏ 
Ak 1‏ 
)11( د بے 1 


IN Vir] VW 2-j -1 


ونقول هنا أن كلا من الحدود 1 + 2k‏ في المجموع الموجود فى الطرف الاين يكون ا 
ر 1 ۰ 
ور د > لآن: 


2k 
[2k - j + 1)] =o; 
4 - qk j + 1) + (j + D Z0, : وبالتالی‎ 
| | أ‎ 
4k > (j + 1 [4k - j + DJ] > (i + Dk = j — 1J, 
: ما يۋدي إلى‎ 
1 1 
e ok 
Vj+1 V 2k -j-1 
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والمجموع في الطرف الأين ل (11) يساوي على الأقل عدد الحدود مضروبا في أصغخر 
حد » ومن نم فإن: 
12 1 )د( 1+ (2k‏ > 
Cx ã (2k + DÎ o =. (12)‏ 
وحيث إن (12) تتحقق لكل » من ١N‏ فإن ء لا تؤول إلى الصضء وبالتالى وفقا للمفترض 
91 تون Ci‏ غر تقاربيه. 

لا تعطى النظرية 9.14 والخال 9.14 الكلمة الأخررة حول تقارب حاصل ضرب كوشی . 

وتوجد نظرية (برهما مرتنس ؟«ع)۲ع1.) - لا نرهما هتا - تنص على أن حاصل ضرب 
کوشی للمتسلسلتين ,24 » ,ط2 يكون تقاربيا طالما كانت احدى المتسلسلتين ,24 أو 


,اب2 مطلقة التقارب والأخرى تقاربية وكا ذكرنا أعلاه تتحقق المعادلة (5) حين) تكون كل 


ارين 9.8 
1 - أثيت: إذا كانت و2 تقاربية و ,ط2 مطلقة التقارب فإن ,ط24 مطلقة 
التقأرب . 
2 اقش تبادلیة حاصل ضرب کوشي : 
(Za, (E, ) 2 (Eo) (Xa,‏ 


3 أثبت: إذا كانت ,ة2 تقاريبة تقاربا شرطيا فإنه توجد اعادة ترتيب للمتسلسلة 
عدرل ©. 
a lC CC ED E o‏ 


دے ات ان اسل 


س 8 ۾ ا 
تهاربيه وان موعها هو ر 


251 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


6 أثبت: إذا كانت: 


2 k + | 
2 = log 2, 
=| k 
ا‎ 
Þ2 = log 2 فان‎ 
=1 2k (2k - 1) 
3 ا اذا ا ا‎ 
eS e, است: ادا كانت‎ 8 
k=1 k 6 
"1 ر 1 ا‎ ِ 
24 ا‎ 2 4 7 
2 
أ‎ 1 1 
ST SEET tm E a با‎ 
8 1 3 5 
r 1 1 1 
GFT ح‎ 
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الفصل العاشر 
10 


تکامل رمان - استیلتیس 


The Riemann - Stieltjes Integral 


1 الدوال ذات التغر المحدود 


Functions of Bounded Variation 


قبل البدء بنقاش المواضيع ذات الاهتهام الأول في هذا الفصل» نأمل أن نعف فكرة هي 
امتداد لفكرة أصغر حد أعلى. عندما نكتب ا = (8) ان1 نعنى بشكل ضمي أن الفشة ؟ 
ګسدوده من أعل . ومن الملائہ ف أغلب الأحبان أن نعطي لةه مشا هة ف حالات عدم 
التأكد من أن 8 محدودة من أعلى» ذا المدف نعرف العتصر الأعللى (صu٣ءآمنu؟)‏ لفشة غير 
خالية 5 ي 8 : 
إذا كانت $ محدودة من أعلى lub (S),‏ 
sup S =‏ 
إذا كانت 8S‏ غير عحدودة من أعلى o,‏ 
إذن فأن الحملة «ه = ؟S‏ طلاي» تعنى ببساطة أن $ عم محدودة من أعلى» واللملة 
«SUD S = b»‏ تعنى أن 5 ها أصغر حد أعلى وهر ا . بالطريقة مهسا تخرف | لعنصہ 


الآدنى (صسسصاقم!) لفئة غر خالية 5: 


إذا كانت $ محدودة من أسفل elb (S),‏ 


إذا كانت $ غير محدودة من أسفل o,‏ ~~ 


1n S5 = 


نتذكر من القصا السابع أن التجزيء # للفترة [ ,ه] هو متتالية عددية متزايدة ومنتهية 


259 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


وندرس ا 

ie) - (x) (1)‏ > = 0( 
نود الأخذ بعين الاعتبار فئة القيم ۶)5 عندما # تمثل كل التجزئيات على الفترة [ط ,ة] . 
۳ تکون فه هذه القيم لوده من اغ eT‏ 5 تکونٰ کو دہ هن أعلل» ونکت العنصر 


الأعلى لفئة هذه القيم على شكل ()# منء للدلالة على أن العنصر الأعلى قد أخذ على كل 
التجزيثات # على الفترة إا ,| 


تعر بف 10.1‘ 


ر أن الدالة ۴ دات تخر (تغاير) دود على إا ,ة] بشرط أن یکون ()^ sup,‏ د 
نپائيا. فی هذه الحالة نکتب: 
V f= sup, PO.‏ 
العذد Vf‏ يسمي التغير (الكلى) لأدall .|a, b] Jz (total variation) f‏ 
مثال 10.1: 


آي دالة مطردة کول دات تعر دود لاآنه ذا کان م ی مجزيء فإن 
f(b) — fa)‏ = ©(%. 


مٹشال 10.2 ' 


تكون الدوال السلمية التالية ذات تغر محدود على [2 ,0]: 


إن أول نظرية حول هذا الموضوع هي النظرية التي تعطي شرطاً كافياً لضان أن الدالة 
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نظر ية 10.1 : 

ادا کانت ۴ ذات مشتقة عحدودة علل [ط ,ة] > فإن ۴ ذات تغير محدود على [ط ,8]. 
الرهان: 

تکون ٤‏ قابلة للتفاضل لأي تجزيء ® على الفترة الحرثية اتی ترتيبها » أي × “٤‏ ×“ 
إذن بأاستخدام قانون القيمة الوسطى › پوحد علد س ی هده الفترة الحرئية حيث يكون: 


(xJ — (J) 


1 م(‎ = 
E ا‎ 
(f) = : : 
( (= > | ا(‎ (Ky > کک ر‎ {SUP )x)|} 2 (xX 5. XJ 


= roj} (b ~ a). 


عا أن المتماينة السابقة صحيحة لكل تجزيء ©. فإن العدد في الحانب الأين أكبر أو يساوي 
۷ . هذا السبب فإن التغبر حدود. 


من الواضصح أن الشرط في النظرية 10.1 e‏ للتغر المحدود. فالدوال في المتال 
2 دوال غير قابلة للتفاضل على [2 .0] » وإذن لیس ها مشتقات محدودة . ولكن حى إدا 
افترضنا أن ۴ قابلة للتفاضل وها تغبر محدود فإن ذلك لا يؤدي إلى أن ۴ محدودة (انظر الخال 
0-5 . 


نقارن مفهوم التغير المحدود بالخواص المدروسة سابقاً للدالة» مثل أن تكون الدالة 
حدودة» ومتصلة» وقابلة للتفاضل . 
مفرض 10.1 : 
إذا کانت ۴ دات تخر حدود على [ط ]a,‏ » فإن ۴ شحدودة هناك . 
ألرهان : 
إذا کان × في آ ا ی ان 0 ىء سط کدف( 
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2)9 = |۴60 - £)a(| + |f)b( - f) > Vv : عندیذ‎ 


f(0) - |fta)| = vî, ن‎ 
fcOl = [fa)| + Vî. رمرم ذلك‎ 


هذا السبب إذا كان ۷ نہائياً فإن ۴ محدودة. 


نوصح فیا یی إن الاتصال لا يردي إلى التغبر المحدود. 


: 10.3 مشسال‎ 
ادا گنت‎ 
xsin | f x7#0, 
2X 


(x) = 
0, f x =0, 


8 < (1)# . للحصول على مثل هذا التجزيء ۶ نختار: 


1 
ا = ا‎ 2 
5 nk 2k +1 


.k <0 وهذا يعطی عندما يكون‎ 
آ‎ = | sw > ا‎ EE 
(a) 7 al *| CKD  GK-DI7 @k+D 


2 
k (Ok + 1) 


للغاية » أنه توجد حدود كافية فی 6)# بحيث إل الملجموع الحزئی (ں؟ a1ن٤ا۴)‏ المقابل 
لذلك بزید عن 8 . 


يما ننا نعلم أن المتسلسلة 2 تباعدية» ينتح من ذلك وباختيار ١‏ كبر 


إن المثال 10.3 يقودنا إلى الحدس الذي يقول بأن الدالة التى تتذيذب بدون توقف لا 
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یکون ها تخر عدود. ولكن هذه الحالة غير صحيحة ك| سيوضح مثال مشابه للمثال 


السباق. 
مثنأال 10.4: 
ادا کائت : 
ر ( 2 
x sn — $, If x#D0,‏ 
f(x) =‏ 
If X=0,‏ ,0 


فإن ۴ ها تغير حدود على الفترة [1 ,0] . ممكن إثبات ذلك باستخدام النظرية 10.1. 
ا لحسابات التالية توضح أن ٣‏ حدودة على [1 ,0]. 


F00) - 2% sin ( ر‎ — cos | ¬ <2 +1, 


0 < x < Î ڪل‎ 


F(0) = Û. 4‏ 
د 
إلغال التالي ي وصح 5 قأبلية ألدألة للتفاضل Y‏ تصمن حاصة التغر المحدود. 
مثال 10.5 


إدا كانت : 


فإن ٤‏ ليست ذات تغير محدود على [1 ,0] على الرغم من أن ٤‏ قابلة للتفاضل هناك (انظر 
التمرين 10.1.6) . النقطة الوحيدة التى تكون فيها قابلية ۴ للتفاضل غامضة هى 0= × 
وهتاك لدينا: 

I(x) — f(0) 


2 
1 
= im «sin ( & ) = DÛ. 
xX 
X 


Xa 


F(0) = lim 
xa Û 
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ارين 10.1 


ف 
1 


ك 


التمارين من 1 إلى 6 أوجد التغبر الكلى ۷١‏ للدالة المعطاة على الفترة المذكورة. 
f)x( = x sin ×‏ عل 3r]‏ ,0]. 


ا = (×)؟ على [1,2-]. 


tan x, if Osx< 7, 
HH 
0. 2] Je 0-> [ 
0, if کے‎ 
1 ۹ 2 
sin ( &) if x#0, 
A 
.)0,.1[ على‎ )×( = 
0, Hf x=, 


إذا كانت (4) متتالية عددية غر منتهية وكانت: 


1 
Eu 
ww O" FLD 
على إ0,1].‎ ٤)×( = 
0, عدا دلك‎ 
2. f RF 
x gn —fF, lf x7#Û, 
]0,1( على‎ ۴)×( = xX 

0, Ii x= 


1 


“i as e 3‏ ا ا ج 1 
ارشاد Tag‏ 0 ونأقش بالطريقة نفسها ٤‏ مثال 10.3) . 


ر 


6 


بن أن أى دالة سلميّة (١0ناءمں؟‏ pها؟)‏ هى ذات تغر محدود على [ط .ه]. 

برهن آنه إذا كانت کل من ٤٤‏ ع ذات تخر دود على [ط .ھ] . فإن ع + ۴ ذات 
تخر یدود على .[a, b|‏ 

إذا كانت ؟ ذات تخر محدود على [ط ,ة] و (×)ع = ۲)۸ لكل × حيث +٩١‏ »× 


وعندما تکون la, bj‏ € € برهن أن ع دات دعر دود عل إb .|a,‏ 
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The total variation Function دال التغر الكل‎ 0.2 


لنفرض أن ٤‏ ذات تغير محدود على [ط ,ة] » ۲ > × > ه . من السهل أن نوضح أن ؟ 
ذات تغر عدود على الفترة الحزئية [× ,ة] ؛ لأن آي تجزيء # من الفترة المحرئية [×,ة] 
م دده ا جزیء p*‏ على la, bj‏ ي ودلك ا ضصساقه النقملة طا = x=‏ . من الواضصح 
أن: (O < %*(0 < V.‏ 
من ذلك يكن تعريف دالة التغبر الكل ,۷ كالاق: 

)1( ¥۴ = (×)۷ عندمایکون 5(0 ×5 ه4. 
نظر ية مسأعدة 10.1 : 
الرهان: 


الرهان هنا مماثل للرهان فى الفقرة السابقة ماعداابدال ط بالمتخير ر. إذا كان 
۶> ر > × > ه فإن أي تجزيء # على [× ,ة] يقابله تجزيء ”۶ على [ر,ة] بحقق: 


%(D < P0. 


إذن فإن العنصر الأعللى لكل هذه ال (8)# لا يكن أن يتعدى العنصر الأعلى للتجزيئات 
9 » ومن ذلك فإن ۷۴ > ۷۴ . هذا السبب قإن (ر)ر۷ > (×)۷ والذي بين أن 
۷ دالة غر تناقصية على الفترة [ط ,ة]. 


نظر ية مساعدة 10.2 : 

ذا کانت ۴ ذات تغر دود على [ط ,ة] » فإن ع - ,۷ دالة غير تناقصية هناك . 
الرهان: 

إدا كانت اك رك ×> a‏ فإننا نستطيع توضصيح أن: 
Vf f(y) — {Vf — f} =v f— {f) = f0}. (2)‏ 
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وهذا يکفي لاشات التأكد المطلوب ؛ لاه من الواضح أن الطرف الا غار سالب (اخد 
المطروح f(y) f()|‏ هو بأاضط (8)# عندما يحون * التجزيء التافه (a1ز۷ا٣))‏ 
ر ,×)) . إذن فالمسألة الآن هي برهنة أن: 


VE VEfz VE 


أو 
Vf sz Vf+ Vt. (3)‏ 


نتحقق من المتباينة (3) كالاآق : 
ادا کان 2 ll‏ جز يٿن للفىرتىن ]< x,y] * [a‏ عل التوالي» فان EU‏ هو تجزيء 
للفرة 4 la,‏ ا 


% (© + %9 = 2 lf) =f ا‎ + D-1 (0 


f(x) = f(x 


بو 2 


= (PP UP) O. 
„sup (FP, U PF) آکر من‎ sup P,(O + sup FP,(f) إدل من غر المحتمل أن یکول‎ 
هذا السبب فإن ے۷ > ٤ر۷ + إ۷ ونستنتح آن:‎ 
v(x) ~ f(x) < vy) ~ fy), 
ويذلك يتم الرهان.‎ 
: 10.2 نظر ية‎ 


الدالة ۴ ذات تغر محدود عندما وفقط عندما يكون هناك دالتين غر تناقصيتين ع٤‏ 1 
بحيٿ يکون ط - ع = . 


البرهان : 


لنفرض آن ۸ - ۾ = ٤‏ حيث تکون ۾ و" دالتين مطردنين» سحت حیٹ إن كلا من ع وط 
دات تغر حدود فإن دالة الفرق ينا هى أيضا ذات تغبر محدود (انظر تمرين 10.2.5). 
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العکس : إذا كانت ۴ ذات تغر محدود فإن النظرية المساعدة 10.1 والنظرية المساعدة 10.2 
تبینان آن ,۷ و٤‏ ~ ,۷ دالتین غر تناقصیتین» ومن الواضح أن f(‏ = ,۷) ¬ ر۷ = ], 


ماريسن 10.2 


1 برهن أنه إذا كانت ] دالة مطردة على [ط ,ة] ‏ فإن 


۴)۵ - )| = (٭)v‏ لکل »× في [ط.ة]. 


2 إذا أعطيت الدالة: 


x + 1 f ~~] & x < Û 
f(x) = X- tf (Sx <I, 
ا‎ × 1f Ix S2 


أوجد (×) ر۷ لکل × في [2 ,1-] 


1 
3 اذا اعطت الدالة: 


0ٍ if x= Û, 
f()= d1, if 0<x<l]l, 
xl, if  1<x<2, 


أوجد (×)رv‏ ل [0.2]. 
4 إذا أعطيت الدالة × مى = (×)؟ على 2٨[‏ ,0] ء أوجد (×)۷ فى [27 .0]. 
5 برهن أنه إذا كانت کل من ؟ وع دالة ذات تغر محدود على [ط ,ة] » فإن ع أيضا 
دالة ذات تغر محددة على إ[ط ,ه]. 
6- برهن آنه إذا كانت ] دالة ذات تغر حدود على [ط .ة] » فإن ۴ تكون قابلة للتكامل 
الرعاني هناك . 
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7 برهن عكس التباينة (3)ء أي أنه إذا كان طا > رك ×> ه. وا دالة ذاث تخر 
حدود على [ط ,ھ] ‏ فإن ,۷ + إ۷ > ۷١‏ ؛ وبذلك یکون ۷۴ + ۷۴ = ۴ ۷, 


E:‏ برهن أنه إذا كانت ] ذات تغر محدود علل [ط .3] وا متصلة عند العدد )ا ف 
[ط .ة] » فإن .۷ أيضا متصلة عند ). 


3 تکاملات وجاميع رمان - إستيلتيس 


Riemann - Stieltjes Sums and integrals 


ار أن cf‏ 8 دالتان معرفتان عسل الفترة la, b|‏ وان 8 { ر جزیء 
1 


للفترة [ط ,ة] وأن fuk‏ متتالية (منتهية) بحيث يكون كل ,س موجودة في الفترة 


ا لحزئية الى ترتيبها ‏ والى تحدد بواسطة ۶#؛ أي أن × > م ک × . عندئذ: 
۰ 11 
f) {8) = EJ}‏ 2 


يسمی بمجموع إستيلتيس للدالة ۴ بالنسية للدالة ج 


تعر يف 10.2 : 

تكون الدالة ٤‏ قابلة لتكامل ريمان - إستيلتيس بالنسبة للدالة ع على الفترة [ط ,ة] بش ط 
وجود عدد ل حیٹ إدا کان 0 < ۽ فإنه یوجد عدد موجب 8 حیث یکون: 
8> 9| يؤدي إلى > |[ ) - ()ي) 0س 1-2 
بعض النظر عن اختیار پم فی × ٤‏ ر×]. 

في هذه الاله يسمى العدد J‏ بتكامل ريان إستيليس" للدالة ۴ بالنسىة للدالة ع ول يرمز 
له بالرمز عل | . وتسمی ا بالدالة الكاملة N allAllw ¢ s (integrand)‏ 


. (Integrator) 


 )#(‏ ريان (جورح فريدريك برنهارد) (1866-1826) عالم رياضيات ألاني بارز في جال التحليل وأهندسة. 
إستيلتيس (توماس يوحنا) (1894-1856) عام رياضيات هولندي . (ملاحظة الترجم) . 
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مالاحظة : الال الى تكون فيها الداله ع هى الدالة المحايدة (أي أن × = (×)ع) فإن 
مجحموع إستيلتيس يكون بالضبط مجموع ريمان للدالة ؟» وبذلك تكو نتيجة النهاية التكامل 
ط 
الرعای ؟ ا 


هكذا نكون قد تناولتا مفهوما يشتمل على التكامل الرانى كحالة خاصة. 
مثشال 10.6: 


ا أن ۴ دالة متصلة علل إط ad.‏ | وان © معا ا 
= )»)8 


لأى تز ىء ن تكون نقطة الأنفصال 1 إما فى فترة جزئية واحدة أو فى فترتين جزئيتي : إما 
E: oy ٤ ٍ 2‏ 
E n‏ |= او ١ n‏ والسدي يعطي 1 e‏ ر [٤ XÛ‏ کمرتین ا 


مقابلن ل #. كل الحدود ي مجموع استيلتيس والتى لا حتوى هذه الفترات الحرثية تعتر 
صفراء وهكذا في الحالة الأولى بحتصر المجموع إلى ۶ (س)؟ وفي الحالة الثانية يكون 


wy). Û O + Þ (Mr) P. (1)‏ 
كلا کان 0 د ||| فإن كلا من ٠ ٠‏ ,س يقترب من ۲ء إذن فاتصال (استمرارية) أ 
دي إلى أن نهاية مجموعة استيلتيس موجودة وتساوي ص (1)] . هذا السبب فإن: 
8 
f dg = f(t) p‏ ا 
ليس من الصعب أن نرى إمكانية أن يشمل المثال السابق الحالة الى تكون فيها ۽ دالة 
سلمية بعدد نهائى من القفزات عند نقاط ختلفة كا ل ) أعلاه. 


تربط النطريه التاليه بين تكامل ريمان - استلتيس وتكامل ريمان والمفترح باستعم|ال رموز 
التفاضل عل: 
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بظر ية 10.3 : 
إذا كانت ۴ء ع دالتين حيث ۴ قابلة للتكامل الر يماي 'ع متصلة على [ط ,ة] » فإن ‏ قابلة 
تكامل ريان - استيلتيس بالنسبة للدالة ع و 


= ig, 
حيث يدل الطرف الاين على التكامل الر يان خاصل الضرب.‎ 
الرهان:‎ 
ا جزیء @ ع قايلة للتفاضل على أي فترة حزئية ؛ وهدا فإنه باستخدام قانون القيمة‎ 


الوسطى يوجد علد  ]×, × ٤ C٥‏ ق 
8E (CJ (%7 XK) = BK) = g(x, _ |).‏ 


وهو ما يعطي : 


3 


2 fu) {2(J =x) بے‎ (u) 8(J) (% = x) 


1 
kz | 


= 2 (س)‎ e) (= × ( (2) 


k= j 


2 (u) {#(c¢) = gw) } (= x) 


يكون المجموع الأول في الطرف الأين (2) المجموع الرياني لحاصل الضرب € ٠‏ والذي لا 

ان کول قال للتكامل الر يمان ؛ لأن كلا من 'ع قابلة للتكاملى الرعاني. إذن عندما 

يؤرل |١|‏ إلى الصغر يقترب هذا المجموع من التكامل الرماني 'ي؟ "أ . إذن نت طيع 

تكملة برهاننا بتوضيح أن المجموع الثاني في (2) يقترب من النهاية صفر عندما !||| يؤول 

إلى الصفر. لتحقيق هذا الهدف نشبر إلى الاتصال المنتظم للدالة 'ع (نظرية 5.5). إذا كان 

0 < ۽ فإننا نختار 0 < 6 بحيث 8 > |> - عر| يژدی إلى : 
ع 


(b — a) lub {|f(x)|} 


> )اع - 
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| من الممكن أن فارضر أن 0 ااا ؛ لآنه في الحالة 2 ا 
e‏ ا ودا یگن الملجموع الا فی (2) EE‏ 


)| lg (e) = g#' (J| (%, = x) 


3 
2 


x f a 
me ( ا0‎ (b — a) lub 1 f6) } 


(Xx 7X) 


>] ےا‎ (XT Xo TE. 
D * 
هذا السبب فإنه عندما يؤول |۳| إلى الصفر يقترب مجموع استيلتيس إلى الناية هي أ‎ 


يشار في النظرية التالية إلى القترة الأساسية [a,‏ ا ولکن ستظل هي نفسها 


لاحقا إن براهين الأجزاء المتعددة من النظرية : تعتمد على مناقشة مباشرة مبنية على مجموع 
استيا 


aE FF 


نظر ية 10.4 : 


e ر قابلة لتكامل ريان -.استيلتيس بالنسبة 8 کل من‎ «1 E 
ع حقيقا فان کا ص التكأملحت ی الطر ف الاس المعادلات التالية مو-حوده‎ p وکان‎ 


وقيمتها معطاة ب: 

fe + de, = jf dg, + ff dg. 
rag +e) = jf ag, + Jf de ب‎ 
f ofDdg =p Jf dg. 2 
j f ape) =p jf ds, د‎ 
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الرهان: 

هذا الرهان ترك كتمرينات 10.3.10-10.3.7. 

تعودنا في العمل مع لتکامل ارعان اعتبار o. I‏ سل 6 
أن يۇخحد» لن بعص الدوال ال عبر قأبلة لكام ٠‏ 
مثشاأل 10.7: 


ادا كانت : 


= (x)ع‏ = ()ا 
1l, lf İi<x S2,‏ 


فإن ۴ غير قابلة لتكامل ريمان - استيلتيس بالنسبة للدالة ع على [2 ,0] ؛ ودلك لأآنه إذا كان 
۶ تجزيئا للفترة [2 .0] محتوی على 1 وله معیار (۸0۲۳) صغیں» لنفرض أن ا = × 
فإن 1 = (,_ »)ع - (×)ع ونستطیع أن نختار إما 1 = س وإما 1 < م . إذا کان 


e 
2 fu) {E = B(x} = f(y JE, = 8%, } = 0: 
2 (u) {8(J = g(x, _,)} = 1.1 =1 وإذا کان 1< مس فستحصل علل:‎ 


ہا أن ||۳|| کن أن يكون صغيرا جداء فهذا بين أن مجموع استيلتيس لا يقترب من نبابة 
ا كلها اقترب ||#|| نحو الصفر 

بوضح هذا المثال نتيجة عامة وهي : إذا كانت للدالة المكاملة وللدالة ا مكامل ا نقطة 
انفصال مشتركة فإن التكامل غير موجود. وهذا مضمون النظرية التالية . 


نر ية 10.5 : 


إذا كانت كل من ؟ ع منفصلة عند النقطة » فى نطاقها [ط .ة] > فإن ۲ غبر قابلة لتكامل 
ران - استيلتيس بالنسبة للدالة ع على [ط ,ه]. 
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الرهان : 


ندرس حالتين . الأول : نفرض أن (×)ع ,"1ا غر موجود. ومعنى ذلك أنه توجد 
0 < ,ه بحيث أنه لأي 0 < 8 نستطيع أن نختار عددين ما ر×٠‏ × في [ط ,ه] 
حققان : 


E(x, 8) (| و و س‎ Xn 2 X1 < Û XKe1 TO Xn 
الآن لنفرض أن # تجزيء للفترة [ط .] و8 > ||#|| حيث الفترة الحزئية التى ترتيبها‎ 
(Xm - 1 ٤x تکون‎ IH 


إن انمصال الدالة ۴ عند »> يؤدى اف وحود 0 E,2‏ و Mr‏ ا Xr, × | ٤‏ حٹ 


یکول : 


f) = fw )| > 


إذا اخترنا م = م لآي " ۶ k‏ فإن جموعي استيلتيس تختلفان في بين على الأقل بالمقدار 
E‏ م8 ما أن ||| صغيرا جداأ هذا يبن أن مجموعي استيلتيس لا يقتربان إلى نهاية ما كلم 
اقترب ||| إلى الصفر. 


الآن ندرس الحالة التي يكون فيها (×)ع ,١ا‏ موجوداً ولكن غير مساو (ه)ع » لنقل إن: 
lim, g(x) =e <0‏ ~ ))8 
لأي 0 < ة معطاة نختار تجزىء # للفترة [ط ,ة] حيث 5> |أ#|| و>ء= »× و: 
e :‏ 
ج < 0ع - عا او خے < الع - 0ی 


بڙدي انفصال ۴ إل وجود 0 < ,٤ع‏ حیٹ ×“ ,×| أو ام٣‏ ۾×] محتوي عل 
نقطتین ٣س‏ ”س بحیث یکون ٤) ( - ٤)س'( < ٤‏ . وھذا کے] سبق یعطینا اثنین من 
مجاميع استيلتيس للتجزيىء # ومتلفان على الأقل بالمقدار E,2‏ ,ع » وبذلك فإن هدين 
الجنرعين لا يقاربات من نباية ما عتدها بول |8[ إلى السفر. 


هذا العمل يعتمد على التعريف القائل بأن التجزىء يتطلب افتراضاً ضمييَّاً وهو أن 
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b 
ھ . لكى ندرس التكامل مثل عل ل عندما يكون ا > ه4 نتبنى الفكرة المألوفة‎ > 
والمستعملة في التكامل الرياني والتي تقول إن:‎ 


a 1‏ 
tae=- j tas (3)‏ | 
نظر ية 10.6 : 
إدا كانت ] قابلة لتكامل ريمان - استيلتيس بالنسبة للدالة ع على الفترات إا ,ه] 

و [.ط] و[ »]a,‏ فإن: 

€ b ¢ 
ا‎ dg = | fag + f fdg. (4) 
: الرهان‎ 


باستخدام الصيغة (3) يكفي أن نرهن أن (4) صحيحة بالفرض > ا > ھ (انظر 
التمرين 10.3.12) . إذا أعطيث 0 < ع نختار 0 < ة8 حيث إنه إذا کان ۶ تجزیئا لاحدی 
الفترات [ط,ه] » [ء ,ط] أو [ء ,4] ويحقق 8 > ||٩||‏ . عندئذ أي اختیار لس تجعل كل 
مجموع من محاميع استيلتيس لا جحتلف عن التكامل المناظر له إلا في حدذود 


b : . 1‏ 
)6 + >| 2- |د >| 2- ر 


عندما یکول 5> |۶ . (معی ا ا واضصح ) ؛ ما أن > > ا > 4 فالمجموع 
2 < هر جرع استياتيس ل للفترة إ [ء ,] .وبذلك يكون فى إمكاننا كتابة الآتي : 


(f SO= |f -2)-( -2)-( -È) 
2f -2Z || -È| 


4 E (6) 


e ع‎ 
3 3 
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وضحتا أن: ) + (f‏ - 1 أصغر من أي عدد مو جب» ولا السبب فلا بك 
ا الصفر (القيمة الطلقة تضمن أن ذلك ك 0). ادن فإن: 


ر 


لاحظ أن النظرية 10.6 تفرض وجوب أن التكاملات الشلاثة مسوجودة وتستنتح أن (4) 
تصح . في حالة التكامل الرياني فإن النظرية المقابلة هذه النظرية هي (نظرية 7.3)» وكان 
كافياً فرض وجود التکاملين. 


2 C Eb 
1 3 و‎ dE ME 
ی‎ E أل لا التضمين‎ J إن ذلك بودی التحامل‎ -) J 
حال کامل ران ام ای کے سی ی الال الال‎ 


مثأل 10.8 ' 
لنفرض أن : 


U, I OSX Sl, Û, if Osx <], 


f(x) = gx) = 


ll, If I{I<x S2: l, {f ÎISx S2}, 


1 
فان 0 = عٍd؟‏ > لأن ؟ دالة صفرية على إ1 ,0] و0 = عل؟ | » لأن ۾ دالة ثابتة 
على [1,2] ولک n cf‏ هذا السب وباأستعمال النظرية 10.5 فال 
م ل عير موجود. 


تمارین 10.3 


في التمارین من 1 إلى 6 احسب تکامل ران - استيلتيس. 
ا ٣ xd [x]‏ عندما [×] تعن دالة کر شرل د 
2 ( سي : ا 


1 1 
ا‎ xd (xٌ( 3 ا‎ xd (cos XJ) 2 
) ) 
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Vx +2 d(x] -4‏ 3 
fd, ~5‏ عندما تکون ؟ متصله و 


E(x) = 


fdg -6‏ ا 


0, If x=bE (a.ce) 
g(x) = 


عدا دلك ,0 

7- برهن الحزء ( أ) من النظرية 10.4. 
.إ1 8 1 ۳ ٤‏ 

8- برهن الحزء (ب) من النظرية 10.4 . 
10 و ء (د) من النظرية ٠10.4‏ 


1- لتفرض أن ] دالة متصلة على [ط ,] وأن ع دالة سَلْميّْة بحيث يكون 


EEE 


٤ (×)ع إدا كان ج > ×> ,4ه وعندماً:‎ = 0, 
ك‎ a=aj <a, <... <a, = bı 
رشن أ‎ 
H FE 
أ‎ dg = 2 (a, ) (o, 7 o, _,) + a) le (a) | 


+ 


۰ ا‎ ٤ ا‎ ۰ 
8 TT ET کی ل و و ت و‎ O 1 PT TRE ر‎ 
ا‎ E E SE : ak, E a e 


+ f(b) [g(b) — e, | 


(قارن دلك بالتمرینین 10.3.5 و 10.3.6) . 


2- برهن النظرية 10.6 في حالة ا >ء > ه. (استعمل المعادلة (3) والحالة 
a <b <c‏ في برهان النظرية 10.6) . 


: 


اط 


3 في المثال 10.8 وضح أن ول ؟ SE NEEL EES‏ 
التعريف كا فى المثال 10.7 . 
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E ROE ORR So E RD EEE REE O OR PERE E CR E O IIR ECPI O RO N e TNT aaa sa aaa ت‎ 


Integration by Parts «éjzتll‎ Jماكتلا‎ 4 


ل یی 
حتوى هذا البند القصرر هو تعريف تكامل رمان استيلتيس بالتجزيء (تمرین 6.8./). 


نظر ية 10.7 (التحامل بالتجزيء) . 
اذا كانت ۴ قابلة لتخامل ران استيلتيس بالنسبة للدالة ع على الفترة إ6 .ة] > فإن ع قابلة 
للتكامل بالنسىة للدالة f‏ على القترة [ط .4] و 


h 1h 
J faus+ f gat = f) 2) = fa) e) (1) 
الرهان:‎ 
أي مجموع إستيلتيس للدالة ع بالسبة للدالة ۴ يمكن أن يفك فتعاد كتابته بالطريقة‎ 
إلتالية:‎ 


2 gu) {fJ = fk). 


| 
= g8 (w,) {f(D = f(a} + g(uy) (f(x) — f(x) 
4... + 8) {f = f(x, J} 


ا 


- f(a) gk) — f(x) {e(us) = gu )} 


SE 2(7 + Db) gp) 


= — f(a) g(a) = Z F(x) {Blu ) = B(u)} + f(b) g(b) 


هنا أدحلا = رلم Mn, 7 by‏ في السطر الأخير. ال الجموع في السطر الأخير هر 
H+}‏ 
راچا للدالة ۴ بالنسبة للدالة ع على التجزيء رى لا) مع العلم بأن × 
تنتمى للفترة اخزئية [ ۶ e‏ 
: 
تؤكد هذه المعادلة بأنه إذا كان مجموع استيلتيس للتكامل عل ؟ ا EE‏ 
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5 i) 
إلى الصفرء فإن محموع إستيلتيس للتكامل ۵۴ ع إل يتقارب أيضاًء وترتبط قي‎ || 


الهاية دين المحموعين بالمعادلة (1). 


مثشال 10.9 


اح ا1 َ1 . ما أن الدالة ×| دالة مكامل مماغير ملائمة على الفترة الى 
حتوی على الصفرء نستخدم التكامل بالتجزىء لكتابة : 


f xami=[-mF =f ma ر‎ 


باستخدام الظرية 3 فإن الطرف الاين من (2) يساوي تكامل ريمان |× 3 
. باستخدام هذه القمة ف (2) نحصل عل 


a 


الدې قيمته 


5 5 
5 x dl lx) تک )ست لے که‎ 5 SÎ 


5 __ قابلية الدوال المتصلة للتكامل 


Integrability of Continuous Functions 


ا لخلاصة النهائية في هذا الباب هي النظرية الرئيسية لوجود تكامل رمان - إستيلتيس . 
مث هده النطرية والي تضمن وجود التكامل لصنف كبر من الدوال التكررة. والتي توا جهن 
رالاعا هي جزء م من الدراسة النظرية لأى ان ا فعصلٰی سبيیل 
ل ى حالة التكامل الريمان (نظرية 7.7) والتي تم برهانہا أن ا دالة متصلة 
قابلة للتكامل الرعاني . فى حالة تكامل ريان -استيلتيس لا بد من إضافة فروض أخحرى 
حول الدالة المكاملة والدالة المكامل ا. 


نظر ية 10.8 : 


إدا ا إحدي ی الدالتن ؟ أو دالة متصلة والأحرى دات تخر دود على la, bj‏ ب فال 
كل واحدة ما قابلة لتكامل ريان - استيلتيس بالنسبة للأخرى على | a. bj‏ . 
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الرهان : 

E ETT TET ETE N TT PE 
حدود.‎ 

وباستخدام ڪا عرفا ,ع - Eع#=ع‏ حيٺٹ ,8€ ,2 دالتين غير 
تنأافصيتين . ادا برها أن f dg,‏ موجود لأي دالة غر تناقصيه چ فإن ,عل أ 
موحود E‏ هدا يژدى إلى وجود (رع - ,ع)ل ا والدى بدوره يودي إلى 
DT ET f de‏ 


Hi 
ا‎ K تفرص أن ,1 يدل عل الفترة اللحرزئية ذات الترتيب‎ » @ = {x 38 ا جزیء‎ 


٤ ×‏ ×] = ,ا حیٹ لقیم: 


Mi gy m, e k= fl, 2. eR‏ کالاتی: 
.M, = lub {Ox EL} gy m, = glb (f): xe 1}‏ 


نعرف أيضا المجموع العلوي ر؟ والمجموع السفلى رك كالاتقي: 


اش 


M, 18) e)‏ و 


I {8(, 5 x}‏ و 


إذا کان م في ,1 فان M,‏ > (م)؟ > ٥,‏ ۔ ومن ذلك واضح ا 


ت 


f (w)) {8(%) — Ex )J} <S,‏ 2 ک6 


إذا كان ٤#‏ # جزيئن للفررة [ط .و] فإن # لا *# يكون (refinement) EE‏ 
لكليها. من السهل التحقق من أن تدفيق التجريء يزيد من E ITE‏ 
حامیعه ۱ العلوية (تعمرين 10.5.4). من ذلك ينتج ان ر؟ ک ررر؟ > رر رک > رک . إِذن 
آي مجموع سفلي أصغخر من أو يساوي أي مجموع علوي . من ذلك ينتح أن أصغر حد 
علوي لفئة المجاميع السفلية لا يكن أن يزيد عن أكر حد سفلى لفئة المجاميع العلوية: 


چ 


J = lub, {sy} < gb {Sy} = J. 
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نستطيع أن نبرهن على أن = وذلك بتوضيح أن لأي عدد موجب » يوجد 
عسدد موجب 8 حيث إن 5 > ||| يؤدي إلى ۴ > اوك - ي5 الى مجموع 
استیلتیس ذلك باستعم‌ال # یکون ني [و؟ ٤‏ ر] وأيضا [ في [ر؟؛ ر؟] . ينتح من ذلك 
أن آي مجموع استيلتیس لا بد أن يكون قريبا فى حدود ع من [. إذن وصلنا إلى التأكيد بأن 
جموع استيلتيس يتقارب نحو [ عندما يؤول ||| إلى الصفر. لاختبار 8 نعتمد مرة أخرى 
على الاأتصال المنتظم للدالة ٤‏ نختار 0< 8 حيث إن لكل × ورف [ط :]a,‏ 


ب 
أ دا 
یی“ 


f) - (| > mm ار - »| يؤدي إلى‎ >8 
[a(b) - g(a) Î 


(لاحظ أننا نشترط أن (ه)ع < (ط)ع » وإلا تكون الدالة ع تابته نما مجعل الاستنتاح تافها 
))trva1(‏ . إذا كان ق > ||| و k=1,2, 4...٤”‏ فإن: 


E 


g(b) ~ g(a) 


M ~m, < 


إدن 8> ||| يتضمن أن: 


11 


(M, ~ my) {8) (0J‏ 2 = وک - ود 


>] [2 {e-0 =e 


g(b) ~ g(a) * 
10.5 تماریسن‎ 
x dx ~ xj ) اسخسب‎ | 


tt 
١ A dfsıin xX) اسحسب‎ 2 
: 2 
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ا A‏ 
ب ر ج ry‏ = 


i a E, A RT a 


ا ا ا a‏ ا ج 


4 مستخدماً الرموز كا فى برهان النظرية 10.8 برهن أنه إذا كان '* تدقيقا للتجزيء 
فإن: 


اا 
و5 > و5 ۶ س ک وک 


b z‏ 4۴ ۴ 2 ت 
0 لنفرضصس ان i dg‏ ا مو جود وأن ۴ دالة متصلة على الفترة «[a, bj‏ ونسدل ع بدالة 
مکامل ہا أخرى ط» حيث ()ع = («)ط إذا كان >< × لعددء يي (ا,4) . 


رشن ان 
bh b‏ 
dh = | f dg.‏ ا 
dd‏ 2 
6 لتكن 
وإدا کان × عددا قياسیا ,1 
p(x) = 1‏ 


| 
ما هي الدالة الکامل ہا ع حت يکون dg‏ ¢ موجودا؟ 


7 قارن بين فصل (ءه!اء) الدوال القاہلة للتكامل الرياني وصف الدوال ذات التغير 
اللحدود» أي برهن صحة أو عدم صحة كل من التأكيدات الآتية : إذا كانت ٤‏ قابلة 
للتكامل الرياني عل الفترة [ط ,ة] فإن ]۴ ها تغر حدود على [0 ,ة] ؛ إدا كانت أ 
ذات تخر حدود عل إا ,۾] فإن ۴ قابلة للتكامل الرياني على إط ,ه]. 
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الفصل الحادى سر 


1۸ 


متتالىات الدوال 


11.1 التقار ب النقطى Pointwise Convergence‏ 


فی الأبوات السابقة أستخدم اللصطلح ıullîanة (sequence)‏ اساسا ليعني رمتتالىة الأعداد» 
أو المتتالية العددية . وقابلنا متتالية الفترات في لظرية الفترات المحداخلة» غير أن ذلك كان 
الوضعح الوحيد التى أخذنا فيه في الاعتبار متتالية لأشياء م تكن عناصرا في Rا.‏ 

۸ نأخذ ۲ دالة فی ٥‏ إلى ۸+ أي أن نطاق كل من ٤,‏ هو © ومداها هو ۸» عندئذ 
تقول : إن (ا) هى متتاulة‏ دJlş (function sequence)‏ . 

والشرط بأن كل دالة من ۴ جب أن يكون هما النطاق نفسه هو شرط أقوى بعض الشيء 
ما نحتاجه . غر أنه جب أن يكون لدينا بعض النقط التي تکون فیھا کل الدوال فی ؟) 

فة. وفشة هده النقط تقاأً اللطق: | 0۳١‏ . ومک أن : 
فة وة كل خبقه القط هن اطم اللطق ( ]. وکن أن نسمي 
هذه الفئة 2 ونتجاهل ببساطة تلك الأجزاء من النطق التي ليست في 5› إلا أنه يظل من 
الضروري أن نعلم أن 5 ليست خالية ولذا مؤقتا سنشترط أن 5 غير خحالية وأآن ,] معرفة 
.D‏ 
تعر بف 11.1: 

تكون متتالية الدوال (۲) تقارببة نقطياً على 0 إذا كانت التتالية العددية ى (0),؟) 
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ا 


a o rn E0 a IE و ا ا‎ 
"و ۴ ا‎ ۰ . 2 a ا“ . ا‎ 
ج‎ a ل ا "ا‎ 
EEN i, E Rd a ۳ 
O و‎ a a Ta 1 
1 "n E e e al, 


تقاربية لكل × من 0 . وعندما تكون (,؟) تقاربية نقطيا على 2 فإن فثة قيم النهايات تعرّف 
الدالة ۴ کا یل : 

لکل F() = lim f(x) “ xED‏ 
وبذلك فإن نطاق ۴ هو أيضا aac UNF‏ 
توصف ایضا بالعبارۃ «(,؟) تتقارب نقطیا إلى ۴ فی 0» ویرمز ھا بالرمز (۴ ج ۴ على 10). 


٠']1.[ مثأل‎ 


نفرض أن : 
UST AT‏ عل +R‏ 
عندئد لکل × من ۸)! پکون: 


2 
lim (3% + کک‎ 3X, 
Fi 


وبالتالی فإن ×3 = (۴)۸ على 8. 


| :11.2 مثال‎ 
f(x) = x UE ET, تفرص ال‎ 
lim x =0 , 0OsSx<l, عندثذ فإن‎ 


Û0 , Û0OSx<l, 
F(x) = 


ويمكن أن نورد تعريف التقارب النقطي بشكل دقيق بالمصطلحات الأساسية كا يل : 
f >F‏ على 2 بشرط أنه لکل × في 2 وکل عدد موجب e‏ یوجد عدد ,× بحیٹ إن: 
nZ>ZN,‏ تؤدي ال F(O| <s‏ = )0( £[ )1( 
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ويمكن توضيح مفهوم تقارب متتالية الدوال بيانياً برسم منحنيات الدوال على مجموعة 
مشتركة من المحاور الإحداثيةء وقد قمنا بذلك في الشكل 11.1 للمتتالية ( ×) الواردة ف 
المثال 11.2. لكل (1 ,0] € × تعطي التتالية العددية E ol.‏ 
للمتتالية المتناقصة من النقط التي تؤول إلى المحور × وهو منحنی ۴ في (1 ,0]. ولکل ٦‏ یکون 

٤)1( = 1‏ ومن ثم فكل المنحليات تحتوي النقطة (1,1) و1= (۴)1. 

وبالطبع فإن هذا المثال قد اختيرء لأن الدوال تسلك سلوكا معتادا للغاية وبالتالي يسهل 


علاقاها. ويثل الشكل 11.2 مثالا علل ذلك (أنظر تمرين 11.2.6). 


fA = x" 


شکل (11.1) 


{li D 


شکل (11.2) 


( A 2 
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مثال 11.3: 

إذا كانت ,۴ هي الدالة المبين منحناها في شكل 11.2 فإن © د على [2 ,0] حيث 
()۵ تساوي الصفر بالتطابق ؛ لأنه إذا كان 0 < ×. 

و ٘ 24 

فسان ج HH‏ يؤدى إلى أل e FN‏ 

ولدا فأل 0= T(x)‏ 


وحیث أن 0= (۴0 لکل ۳ نری أن 0 = (٭)۴ ,صا لکل × من [0,2]. 


2 التقارب المنتظم 


بتضح من الشكلين 11.2ء 11.1 أنه لكل «توجد نقط × في النطاق حيسث 

e - F()| > >‏ اا ا ا جال 
فان هدا الفرق يصبح دا بأية درحة اختيارية لقيم « الكبيرة کبرا کافياً. غر أنه ستوجد 
دائ قط أخری في النطاقء حيث يكون ‏ = < f(y) - F(y)‏ . ويكن وصف هذه 
الظاهرة بالقول: بأن ((»)) تتقارب بے حتلفة لقيم × المختلفة. وقد يكون من 
الأنسب إذا كانت ((×),؟) تتقارب معدل منتظم داخل النطاق. 


تعر یف 11.2: 


إن متتالية الدوال (و٤)‏ تقاربية بانتظام )uniformly convergent)‏ على D‏ إلى الدالة ۴ 
بشرط أنه إذا کان 0 < : فإنه يوجد العدد ١‏ بحيث إنه لكل من × في 5 : 


- F(x)| <e يؤدى ف‎ n< × (2) 


وهده الحملة تشبه كثيرا )1( الذي بعسطی التعر يف بواسطة ابسيلون (E)‏ للتقارب النقطى . 
والفرق الحرهري الوحيد هو وصع العبارة «لكل من × في 0». 
(الكلمة لکل × تخرت : ای (لکل من ×) للتأكيد. عل أن الأمر یکمن - فقط - في مکان 
العبارة في تركيب التعريف مما يغر من تأئرها) . ففى تعريف التقارب النقطى وضعت هذه 
العبارة فل صان وحود N,‏ ويذلك فالعدد N,‏ يعتمد على × وكدلك على ع عل السواء» 
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وهذا هو سيب كتارة N,‏ بالدليل التحتي ×. ولکن تعریف اقرب لمنتظم يکد على وجود 
يل آي کر مده ويذلك فإن × جب أن يكون كبيرا بدرجة كافية لضان التضمين 
المعرّف (2) دون أن يعتمد ذلك على النقطة في 2 حيث تحسب قيمة الدالة عند ها . 


E ہے‎ 
e ی‎ 
Ë 


شکل (11.3) 


ويتضح الفرق بين مفهومي تقارب متتاليات الدوال من المتتاليتين في الشكلين 11.2 
و11.1. فعلى الرغم من أن كلا من المتتاليتين تقاربيتان نقطياً على [1 ,0] نهم غر متعظمقي 
التقارب في هذه الفترة لأنه كا لاحظنا يكون اختیار " کبیرا غر کافی لضان أن 
لکل من × في [1 ,0]. 


ويحتوي شكل 11.3 على رسم توضيحي لتعريف التقارب المنتظم . ولخرض التوضيح 
ر سمت الدالتان {f} «FF‏ متصلتين واعترنا D‏ هو الفررة la, bj‏ ولعدد موجب معطی E‏ 
رسم شریط حول منحنی ۴ ويحتوي الشريط على كل النقط التي تقع داخحل ۽ وحدة من 
منحنی ۴. وينص تعريف التقارب المتتظم على أنه عندماتكون N‏ < د يكون منحن ,]ا 
la‏ بأكمله داخحل هذا الشريط . وبذلك فعلى الأكثر قد يوجد عدد محدود من الدوال 
(۸ يجب أن تكون قيمة محددة) تكون بعض الأجزاء من منحنياتها واقعة حارج الشريط. ولا 
ينبغي المبالغة في القول: بأن التقارب النتظم هو شرط قوي جدا حتى ليصعب التوصل إليه 

وإدا تفاربت ( ؟) بانتظام ی 2 إل ۴ فإسانختصر دلك بالرمز (۴ جح ,؟ 
على (». لاحظ أن السهم المزدوح يقابل السهم الأحادي الذي يرمز للتقارب النقطي 
ويختلف عنه. وعلى الرغم من أن التقارب النقطي لا يتضمن التقارب المنتظم (كا في المشالير 
3 و11.2) إلا أن العكس صحيح ويسهل التحقق منه. 


287 


< E 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


مفترض 11.1: 

إذا تقاربت متتالية الدوال )٤,(‏ بانتظام على 2 إلى ۴ فإن )٤,[‏ تتقارب نقطياً عل 0 
ا .F‏ 
الرهان: 


دا کان 0 حع فال العدد N‏ المضمرن وحوده بالتقارب لمنتظطم يكن استخدامه لوصقه 


٠11.4 مثشال‎ 

1 د‎ FE e 

ادا كانت × < ٤)×(‏ فإن (؟) تتقارتب بانتظام على 3 0 إل © حيث 
0= (×)# لكل ×. ويكن التحقق من ذلك ک| يل : 

|0 ٠ ع نختار ×۸ بحيث يون 8< 5( عندئذ لأي × في [ ج‎ <0 E SE 
إلى:‎ 1١ < × يژدى‎ 


k> F(x) زا 2( < ) 1( ک إا‎ < € 
:11.5 مثال‎ 
oe 
. F)) =× حیث‎ R8 عل‎ {i ji», FS) = KF ادا کان‎ 
لأن:‎ 


owl l* 2-|= 2 


لكل × من ۸ ولكل ١‏ من N‏ . 
وهذه طريقة أخحرى لتمييز التقارب المنتظم تکونْ مناسبة ٤ a‏ 
أمثلة محددة لمر ار ر an E‏ 
بر بد ٣‏ )۴ ڦ F(x)‏ عن × ونكتب ذلك فى الصررة: 
f(0) -F()| <e‏ طسا. (نقول ط۵ا بدلا من «×۵ه»؛ إذ لا مكنا الافتراض بأل 
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OP ENTE E E E NT E Sai hl ma i 


۴ - ,؟ يصل إلى نايته العظمى على 0). وهذه اللاحظات ترد صورياً (شكليا) في 
النظر ية المساعدة التالية. 


نظر ية مسأعدة 11.1 : 
تتقارب متتالية الدوال () بانتظام على 2 إلى ۴ إذا وفقط إذا كانت: 
lim, {lub lf) = F()| j} = 0.‏ 
xE‏ 
|۴0 - (۸), دا صراحة بالاستعانة بطرق حساب التفاضل الأولية لتعيين اقيم 
x j)‏ ۰ 

العظمى . والمغال التالى يوضح هله العملية. 
مثشال 11.6 : 


إدا كانت xe‏ = () ا 0= 0)x(‏ إن ف4 حح 1 عل (ت»,1]. 
e‏ ۵ ج م على (* ,0) »> ولكن التقارب غير منتظم على (« ٤‏ 0) . وللتحقق من 
هره المقولات ر شس ٤‏ المدأية: 


ومن الواضح الآن أن ,] هما قيمة عظمى معطاة ب 


Fes 1 


أ a.‏ 
و ٤‏ تناقصية على (ه» ل ) . لأن ۴ سالبة فى هذه الفترة. ولذا: 
n 2‏ 13 . 


f 


lub f («) - F(x) = Max f (x) = f (1) = ne 
xz Î x > j 
وبتطبيق قاعدة هو یتال نرى أن 0 = »× ۳نا » ولذا ينتج أن 0= 8 صا . ومن‎ 
.5 ٹم 0 چس عل‎ 
ولكن القارب ليس متا‎ 0 ٠( قاعدة وتال (اال تفسه) يتج أن ۵ د ,ا على‎ 
؛ لأن كل ۴ تأخحذ القيمة — لبعض × في () 0). وحيث إن مفهوه‎ 0٤ »*( على‎ 


التقأرب لمنتظم دقیق بعض الشىء فمن المفيد أن نورد دقيقا (negatio8) ai‏ . 
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تعر بف 11.3 : 


3 تتقأرب متتالسة الدوال {f}‏ بانتظام عل 0 إل الذالة ۴ ادا وحد العدد الوح 2 
تحسث أده لعدد کبیرا لاہائیا ١‏ فی ۷ یوجد العدد ,× في 0 الذي محقق: 


f (x) F(x )| ze. 
وني تمارين 11.2 يمك استخدام هذا التعريف أو النظرية المساعدة 11.1 لإثبات اللاانتظام في‎ 
التقارب . ولإثبات قق التقارب النتظم تعتير النظرية المساعدة 11.1 هى الوسيلة‎ 


الأفضل . 


ارين 11.2 


في المسائل من 1 إلى 5 أن متتالية الدوال المعطاة تتقارب بانتظام على 0 ولكن بلا 
انتظام على '0 . 


e ٣ 


4 D= [01| ¢ D = 0em) ”4| 
0.1 0 ۰( 


.f (x) = sin x ٍ D = [0 >| ٤ D' = [0« 7) ت‎ 


11 


f د(‎ ¢ D=[0<l)| «+ D'=[0<D -3 
1 1 + 


13 


.] )x×( = ا‎ D= 1%) D' = (0¢ o) 4 
٣ I +N Xx 


۲1 


f()=n xe + D=[lém) ¢+ D'= 0m) _5S 
.11.2 المبينة فى شكل‎ ٤, عين صيغة صريحة للدالة‎ 6 


ي المسائل من 5-1 لا تكون فترة التقارب النتظطم 2 هى أكر فترة ممكنة . على سبي المثال» 
يمكن أن تأخذ بدلا من 0 فى المسألة 4ء (»“ 5] = "0 لأي قيمة 8 موجبة. وف المسائل 
1-7 يطلب برهنة ذلك وإجراء التمديدات اللازمة للفترة 0 للمسائل 5-1. 
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e‏ س س a r‏ د ا س ي ا 
a RK a se EE ag a FRR E RRR “ .‏ 5 


لاحظ أن [) يكن أن تتقارب بانتظام على (« ,5] لكل 8<0 ومع ذلك تظل 
غير تقاربية بانتظام على (ت ٤‏ 0), 


XK 


7 آثبت أنه: إذا كان 0<( » = () f‏ 


X FF n 


فإن )٤,(‏ تتقارب بانتظام على [ط “0] . 


8 آثیت إنه: إذا كان 2 < 0<8 « cf (x) = sin"x‏ 


1 


نان (,۴) تتقارب بانتظام على [(۵- ^ <0[ 


TI 


xX ۰‏ 
9 أائت إنه: إدا كان 1> 8 >0 , =(5) 1 » 
i + XK‏ 


فإن [,۴) تتقارب بانتظام على [8 - ٠1‏ 0]. 


HX £‏ 
0 _ آثیت أنه: إذا کان 8<0 پل =( ) 
f x ۰‏ + 1 


فإن (,۴) تتقارب بانتظام على (* > 8]. 


1 أت آنه: إذا كانت 8<0 ٤)×( =e"‏ » 


فإن [۴) تتقارب بانتظام على ( > 8]. 


3 متتاليات الدوال المتصلة 


درس فى البنود 11.3ء 11.4 و 11.5 تقارب متتاليات الدوال الى تكون فيها لكل ,أ 
خاصية معيلة» ونحث ما إدا کان ینبغی على دال الہاية ۴ آل تتميز ذه الخأصية آم لا, 
على سبیل المغال» إذا كانت کل من ۲ متصلة على 2» فهل ينتح أن ۴ تكون أيضا متصلة؟ 

والاخابة هى : لا ويمكن أن نورد اتال 11.2 كمثال مضاد. فكل ,] متصلة على ١|‏ .| 

ا ا 1 
ولكن دالة النهاية منفصلة عند 1. ومن ناحية أخرى فإذا كانت [ ج >0]= 0 .ك 
فى الخال 11.4 فإن دالة الہاية تساوي الصفر بالتطابق على 0 وبالتالي فهي متصلة بالتأكيد 
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١ n, 8‏ 1 
هناك . وکیا رأینا فی مثال 11.4 تتقارب التتالية ["») بائتظام على |[ ج 6 . فی حین لا 
بكون التقارب منتظً على [1 ,0] . وتبين النظرية التالية أن التقارب المنتظم هو الذي يشكل 
هذا الفرق. 
نظرية 11.1: 
إذا كانت متتالية الدوال [) متقاربة بانتظام على 0 إلى الدالة ۴ء وكانت كل ,؟ 
الرهان: 


نفرض أن ه نقطة إختيارية في 5 . أن 0 < :» ونرید ان نثبت اتصال ۴ عند ھ بإئبات 
ان ٭ > |(۴)۵ - )۴| عندما تكون × قريبة قربا كافيا من 4. وفي البداية ندرس 


الا 
ڪ F(x) F(a)|‏ 
(F(X) — f(0) + f() = f(a) + f(a) — F(a)‏ = 
F(x) - (| + ٤ )( - f«(a)| + f(a) - F(a)|, (1)‏ < 


الى تنتح بأاصافة وط رح جدود ي والا ستعانة تمتماينة الل و سحیٹ 5 mas. F‏ عل 5 
فإنه تمكننا احتيار ١‏ بحیث یکون لأي × في 2 (ما في ذلك ۾ = »). 


F()| < 2‏ - )1(0 
وحيث إن ٤‏ متصلة عند ۵. فإنه يوجد عدد موجب 8ة بحیث آنه حین یکون × في 2 فإن. 
-a| >8 )2(‏ ×| يؤدى إلى < f (a)|‏ =( . 
ومن (1) و(3) نرى أن 3> إه - ×| تؤدي إلى 


F(0) - F(a)| < + 4 


E 
.4 ويذلك اتنا أن ۴ متصلة عند‎ 
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م IN Go I CIE‏ 
إذا كانت دالة النهاية غر متصلة عل 0 فإن التقارب لا يمكن أن يكون منتظاً. ويكن 
أيضاً اعتبار أن النظر ية 11.1 مثالا «لتخيير ترتيب عمليتي الہاية»؛ لآن اتصال ۴ عند 4 يعني 


ا 

F(a) = lim, F(x) = lim {lim f ()}, (3) 
يعنيان أن:‎ ٤, واتصال‎ ٤ فی حین أن التعریفین ۴ ج‎ 

F(a) = lim, f (a) = lim, {lim f 0}. 


وعندما نقارن الأطراف اليمنى للعلاقتين (4) و (3) نرى آ) لا بختلفان إلا فى ترتيب أحذ 
الہايتين. 

وتنص النظرية 11.1 على أنه عند التقارب المنتظم فإن ترتيب عملي الاية غير هام . 

رأينا في النظرية 11.1 أن افتراضنا للتقارب المنتظم يسمح لنا باستنتاح أن اتصال 
اثبات العكس» ا اذا علمنا بأن دالة لنباية متصلة على © فهل يكن أن نستتتج من ذلك 
ان التقارب ېب أن يکو منتظ|؟ وهدا العکوس لین ٤ e‏ الحالة إالعأمة کے زا ٤‏ 
الال 11.3 . عير أن شل | التضمين ي إناته هده الطريقة ه لتتاليأات الدوال ال تساك 
سلو کا ا والنظر ية التالية تنس إلى عام الر يأاضيات الاريطالي دییی )0in(‏ . 


تعر بف 11.4 : 
تكون متتالية الدوال [؟) متتالية دوال غر تناقصية على < إذا كانت المتتالية 
)۴ لكل × فى 0 متتالية عددية غير تناقصية . وبالثل فإن [) متتالية دوال غر 
تزايدية على © إذا كانت المتتالية (()۴) لكل × فى 2 متتالية عددية غر تزايدية. وإذا 
كانت إ ؟) غر تناقصية أو غير تزايدية فنا تسمى متتالية دوال مطردة .)"0١0۲011٤٥(‏ 


وفي شكل 11.1 بينت متتالية دوال غير تزايدية (أنظر مثال 11.2)ء وجب أن نشرر إلى أنه 
لکل ۸ یکون منحنی ٤],‏ واقعا بأكمله أسفل أو أعل منحنى .٤‏ وإذا كانت +( '») ۴ 
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تتزايد لقيمة واحدة '× في حين أن [( ٤)۸‏ تتناقص لقيمة أخرى "ى فإن ((,»)؟) لا 
تکون متتالرة دوال مطردة. 


نظرية 11.2: نظر ية دينى (أ«ا0) . 

تفرص أن [1) متتالية دوال مطردة تفاربية تقاربا نقطياً على [ط ,ة] إلى الدالة ۴. إذا 
.F‏ 
البرهان: 

الحالة (أ) : نفرض أن [,) غير تزايدية وأن ٩‏ = ۴ (صفرا بالتطابق). ونفرض أن 
اعدد اتصحیح N‏ ج n{N)‏ والعدد la, b| (N)‏ تحت یکول : 


a) (XAN) KS 


ووفقا لنظرية بولتزانو ‏ فيرشتراس يكون للمتتالية الحدودة أ[ ») متتالية جزئية 
تقاربية. وحیث إن 0 > رې,* > ٩‏ فإن نهايتها بجحب أن تكون أيضا في الفترة المغلقة 
[ط ,] » ولیکن مثلا ° lm, X7‏ حيث ا >-> ه4 . ونأخذ عددا اختياريا 
وليكن ل١»‏ فإذا كان N‏ < ())م فإن اطراد [ر) يؤكد لنا أن: 


fq (Xa) Z frag aay) 2 8 (5(‏ 
والان نشرصس ا kK‏ تول اف 2 سحت أن X0)‏ توول 1 إن أتصال ومعبار 
اللات لال( ان 
lim, fp, 2 x) (6)‏ 
ولكن وفقا للعلاقة (5) فإن قيم الدالة (ر) ۴ ليست أصغر من ع طالا كان 
«)k( <۸‏ . ومن ثم فإن (6) تؤدي إلى e‏ < ()؟ . ویصح دل لے عدو اخاری 
۸ ومن ثم جب أن نستنتح أن e‏ < (ع)؟ ۳نا » أي أن ۵ ۴۶ . وهذا التتاقض 
الحالة (ب): نفرض أن [) تتقارب لأبة دالة اختيارية ۴. ای أن إ۴ - | 


{ 
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متتالية غر تزايدية للدوال وتقاربية تقاربا نقطيا إلى ت . وبالتالى ووفقاً للحالة (أ) فإن 
۾ |۴ - |٤,‏ . وينتج من النظرية المساعدة 11.1 أن ۴ ,م وبذلك 


أئبتنا النظرية . 


لاحظ أننا نفترض النطاق فى نظرية دينى فترة مغلقة [ط ,ة] » وهذا يلعب دورا حاس)ا في 
الرهان. فمحدودية [ا ,4] مطلوبة لتطبيق نظرية بولستزانو۔ فیرشتراس » كما آنا نحتساح أيضا 
معرفة أن ل ر») والموجودة في 1 تضمن أن يكون × ٣نا‏ أيضأ في 2. وني الجحزء 
الأخر يمكن أن نفترض فرضا أضعف من إا ,ه] = © ؛ على سبيل المغال يكن أن يكون 
© اتحادا لعدد محدود من الفترات المغلقة . ولكن ذلك يبدو مربكا كا أنه ليس النمط الأعم 
للنطاق الذي تتحقق فيه نطرية ديت . وحيث إننا لا هتم بدراسة تركيب الفئات ارتي ل R۸‏ 
فيمكننا الاكتفاء فقط تلك الحالة الى يكون فيها © فترة مغلقة. 


4 متتاليات الدوال القابلة للتكامل 


إن موضوع تغيبر ترتيب إجراء الناية يمكن أن ينشأً لأنغاط أخحرى من عمليات النهاية 
والموضوع الذي ندرسه الآن هو التكامل . نفرض أن كل ٤,‏ تكون قابلة للتكامل وفقا ران 
ون ۴ د ا على إط ,ھ]. 

وعندئذ نتساءل ع) إذا كان ينتح من ذلك أن تکون ۴ قابلة للتكامل» وإذا كان الأمر 


F = lim. 1, 2 im, {Î f} 


والإجابة على هذا السؤال هو بوجه عام لاء ويمكننا أن نورد مثالا مضادا بتعديل المتتالية 
المبينة فى الشكل 11.2 (مثال 11.3) : 


مټال 11.7: 
في الشكل 11.4 يبين منحني ٤,‏ أقصى ارتفاع ل =( » ولكن يظل لدينا 
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٤, +0‏ فی [2 .0] c‏ وللاسباب نفسھا کہا فی مثال 11.3. 


وأيضا فإن كل ٤,‏ متصلة وبحساب مساحة المثلث تحت المنحنى» ری ان لک مھ 


f =1 
j PF 


ولکن 0 = (۴)۸ لکل من × ولذلك فإن: 


F # lim. (f f). 


(Dire, #) 


شڪل )11.4( 


2 ود ( 
وفي الال السابق من الممكن ملاحظة أن دالة النهاية ۴ قابلة للتكاملء ورغم ذلك فإن 
وهذا يترك الموضوع حول أن نماية الدوال القابلة للتكامل هى داثم دالة قابلة للتكامل 
وسوف نبت عدم صحة هذا الافتراض بالثال المضاد التاى. 
مثال 11.8 
نقمرضصس أن {rj‏ متتالرة پخ يظهر کل علد فیاسی ٤‏ |1 ,0 مرة وأحدة سأاضط کل 
لا (انطر الملحقى B‏ للتحقی من و جود مثل شدذه التتالية) . 
والاأن نعرف : 
(لبعض K‏ حیٹ ۸ 5 )) x=‏ ,1 
٠‏ 1 
ي آي مڪان الحر Û,‏ 
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عندثذ فكل عدد قياسى في [1 ,0] يكون في ناية الأمر في الفغة التي ها 1 = (×)؟ 
ويظل هكذا لكل ١‏ الكبيرة. ومن تم فان لإ ج | حیث 1 = (»)بل إدا کان 4 6 × 
و 0 = (» )ل » إذا كان × عدداً غر قياسى . والدالة ب مثال معروف (أنظر مثال 7.2) لدالة 
غير قابلة للتكامل . ۰ 


وكا في نظرية 11.1 نثبت الآن أن الافتراض الإضافي بصدد التقارب المنتظم يضم 
انتقال قابلية التكامل إلى دالة النهاية. 


نظر ية 11.3 : 


إذا كانت متتالية الدوال [,؟) تقاربية بانتظام على [ط ,۵] إلى ۴ وكانت كل من ,1 قابلة 
للتکامل على [ط ,4] » عندئذ فإن ۴ تكون قابلة للتكامل على [ط ,ه] وعلاوة على ذلك: 


F = lim, f = lim. {f 3 0) 


الرهان: 
نبین اول أن ۴ قابلة للتكامل على [ط ,] . نفرض أن 0 < : ونختار ١‏ بحيث إنه إذا 
کات ی آط ,۾ فان : 


|) F(x) e ES : (2) 


إذا كان # أى تجزيء للفترة [ط ,ه] » فإننا نفرض أن: 
x‏ 
M, = hab 1f (0) XX SKS x‏ 
M, = lub {F() : x, <x<x}.‏ 
عندئذ فإن (2) تضمن أن يکون: 


MM | > 
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ولذا فأن : 


1[ 
2 
اا 
| 
= 
r‏ 
ر 
ی 
سی 
1 
ب 
سے 


Uf. @) > U(F, ®) 


1 
ك 
أ 
> 
2 
2 


(7 Xuy) 


وبامتل فإنه لدينا: 
LE, %) = LF. l< 7:. 4)‏ 


وحيث إل ۹ فارله للتكامل عل إظط )a,‏ فاه پو حل جزیء بحت ال : 


Hy ا‎ 
UC. °) = Lf, %)| < ّ )5( 


ومن (3)» (4)ء (5) نری أن: 
U(F. °) = LF, @°)| < |U(F. %') = UC: 9y‏ 
lU(f,. %') = Lf. ®)‏ + 
LF. #)‏ = )'# .¢( + 


< E. 


E 
١ 3 3 
ومن نم وفقا لعيار داربو للقابلية للتكامل رالنظرية المساعدة 7.3) تکون ۴ قابلة للتكامل‎ 


على إ٥‏ ,ھ]. 
ولإثبات أن f F=iim, (f f‏ 
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نفرض مرة آخحری أن ۾ عدد اختياري موجب ونختار N"‏ بحيث إن ١" < N‏ يؤدي إلى : 


lub f (x) = F(x)| < | 
xEfa.b| -— ۾‎ 


عندئذ فإن ١ < N'‏ يودي إلى : 


۲ ا‎ J F| = 5 (f, - P| < َ f Fl 


,ع = }4 س 


ومن تم فال : 


lim (f f= F 


5 متتاليات الدوال القابلة للتفاضصل 


الخاصية التالية التى نرغب في بحثها بالنسبة إلى متتاليات الدوال هي القابلية للتفاضل . 

رأينا فى الخال 22.2 متتالية (») تتقارب نقطياأ على [0.1] إلى دالة إلهاية غير القابلة 
لتفاضل عند 1 = × . وبالطبع فالتقارب غير منتظم على [1 ,0] » وإذا قيدنا النطاق على 
[ ج ٤‏ 0] فإن دالة الهاية تساوي صفرأً بالتطابقء وهي بالتأكيد دالة قابلة للتفاضل . 
وتقارب "») متتظم على [ ج 0] ؛ ونحن حتى الآن مستعدون لتوقع أن التقارب 
المنتظم يضمن أن دالة الہاية ستكتسب الخاصة المطلوبة من دوال المحتتالية . 

ولكن الأمر ليس كذلك في حالة القابلية للتفاضل ؛ إذ إننا سنرى في الخال التالي متتالية 
من دوال قابلة للتفاضل تتقارب بانتظام على ۸| إلى دالة نهاية غير قابلة للتفاضل . 
مشال 11.9: 

f )») = Vx + )1/0( إذا كانت‎ 

فإن |×| ج ٤)‏ في .)R‏ 

نعلم أن |×| غير قابلة للتفاضل عند الصفرء وقبل التحقق من أن أ×| خم على 
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8 لاحظ أن منحني ,۲ هو الفرع العلوي للقطع الزائد المعطى بالعادلة: 


َ x 


لج) ب 


۳ 
- 


=1. 


(انظر شکل 11.5). 


-v‏ (ج V+)‏ = إا 


1 
ا ا‎ 4 Vx 
n 
e 4 
ّ n n 1 
1 1 1 
Xx ا‎ Vx 2 
T1 


ومن الواضح الآن أن 0= إإج| - (م ۲| {lub‏ ”ا ومن ثم وفقاً للنظرية المساعدة 


1 تکون ×| چس f‏ 


y= ORES 


شکل )11.5( iH‏ # ل 
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وعلى الرغم من أن المثال السابق قد حطم اليقين بحدسنا فهو ليس نهاية المتاعب. فنحن 
نود أيضا أن نعلم ما إذا كانت متتالية الدوال القابلة للتفاضل تتقارب إلى دالة قابلة للتفاضل » 
وعم إدا كانت ناية مشتقاتها تساوي مشتقة دالة النهاية أى : 
lim, f 2 (limf)' a)‏ 


و الال الال رى ان عا عر آدج عدا قاري ادوال ااا الال عار 


منتظا إلى دالة قابلة للتفاضل . 
مشال 11.10 ' 
اذا کانت: کک 
nx)‏ + 1( 


فإن ف ]ع فى (ه»)0] حيث 0 = (×)ف . وللتحقق من ذلك نعينْ أولاً المشتقة 


(1 + nx) — x * 2x 1 — nx 
ي ا‎ 
(1 + nx?) (1 + nx) 


ويدلك يکون للدالة يمه عظم a S-‏ و ۳ 


1 
)ا‎ (= 2 Vn 


وبذلك فمن الواضح أن إ(ء) ]| صا يؤول إل 0 عندما »صصص ابي أ 

ا ا im f,‏ يول إلى 00 Ti‏ « بعی ب 

ج في (* 04[ . وبالطبع فإن ® = © ومن ثم فإن © قابلة للتقاضل . 
والآن ندرس )رصا : إذا كان 0 ۶ × فإن: 


(1 — nx) 
lim F(S) = ln, 
(1 + nx ) 
ھا‎ 
2 
n 4 
lL E SL 


1 + 2x n + x 
1 im f =1 وأدا کان 0= × فان‎ 
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ومن تم فإں: 


lim f (x) = £ P(x). 


م وا فقد حان اوقت نورد نظر ية 8 مثل هذه العلاقة. e‏ شري ر 
ايء ٠‏ غر أن اصعاف الفرضيات کان س ا اذ تعقرداً 
نظر يه 11.4 : 


رض ان () متتالية دوال» بحيث يحون لكل ۴ مشتقة متصلة عل [ا ,ة] ب 
(Oy‏ تتقارب إلى قيمة ما ل » في [ط ,ة] » و ل۴) تتقارب بانتظام على [ط .ة] إلى 
دالة مأ ڇ. عندئذ فإن (؟) تتقارب بانتظام عل إا ,.ة] إل دالة ما۴ حیث ۴ قايلة 
للتفاضصل ars‏ 


الرهان: 


ما أن ,۴ متصلة ومن ثم قابلة للتكاملء تضمن لا النظرية الأساسية لحساب التفاضل 


f () — f (e) = َ f 2) 


E‏ فإں ع چ یڑدی ال 


lim, {f (%)= f (cC) } = lim, (J f) = im, = j 2 


روفقا للفرض فإن ر( {f‏ تقاربیةء ولنقل إن ()۴ = ()؟ ٣اا‏ ومن هنا پنتح أن 
1)9 قارية أيضا. ولنعرف: 


.]a, ٥إ‎ x لکل‎ F(x) = lim, 1)) 
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ندید تؤدي E‏ 
ر 
: ا = F(x) = F(c)‏ 
ومن النظرية 11.1 فإن ع جس ۴ تؤدي إلى أن ع متصلة ولذا وفقا للنظرية 7.13 


تکون ۴ دالة أصلية (عvإ)imiاp)‏ للدالة ع أن ع = ۴ على إا ,8] . وشغی انش 
أن F۴‏ == 1ا عل إbھ]‏ . ولاشات ذلك کت 


f(x) — F(x) | = J f +f (e) — (J + F(c)} 


= ZT JES F(e)| 


el + |f [(c) ~ F(c)‏ ا 


(O = g(D|} |x cel + 


< {lub f (c) = F(c)| 


چ f]‏ عل [ط ,ھ] .> فإذا کان 0 < : یکن اختیار × بحيث إن 


وحیٹ إن ۾ — 


: د يۇدى إلى‎ < N 


iub 10 8(0) ۽ ع‎ 
azib b 


f (c) — F(c)| < 2 
: يؤدى إلى‎ ۸ < N وبذلك فإن‎ 
lub |f (%) - FC) <e 
x€ë [a,b] 


ومن تم وفقا للنظرية المساعدة 11.1 تكون: 


FE‏ ا 
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في التمارين 3-1. استعن بالنظرية 11.1 لإثبات أن متتالية الدوال المعطاة لا تتقارب 


بانتظام على النطاق 5 . 

.D = [0° 1| ُ f()=1— x | 
.D = ]0 4 ( f (x)=e 2 
.D=[0« . 1 f (x) = tan x 3 


٤‏ ا 6-4« استعن بالنسظر ية 11.3 ا أن f}‏ 3 تتقارت بانتظام عل )1 (ال 
رسم منحنی آ1 فد پساعد). 


أ 
E 4‏ )( 
1 
(x) = cc D= 0,1,‏ 
e‏ 7 
xX n‏ 
1 
ك n (XS m‏ 
n‏ 
f(x) = 6 0D = ]0, 1|‏ 
(j ^ «<1‏ 
n‏ 
1 
n (] — nx) é6 (0OSX < " 0‏ 
)x( = ¢“ D = [0,1].‏ 1 
| 
E‏ ُ 0( 
4 


7۔ برهن ادا کان ۴ 3= 1 عل D‏ و۴ ame O O O aa.‏ 
عل 5 ل 5 . , 

8 آثبت آنه: إذا کان ۴ د ٤‏ وکل ٤]‏ غر تناقصية فإن ۴ غر تناقصية. 

9- نفرض أن ۴ د على 2ء [(),] غر تناقصية لكل × في 2 و(ا) ها 
متتالية جزئية تتقارب بانتظام على 0 أثیت أن ۴ چ ٤,‏ عل 5. 
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اا اص ا لا عل ٥‏ وكل ۴ عحدودة عل 0© وليكن 
B‏ > |(۸),| طا . آثبت أنه یوجد حد منتظم 8 بحيث إنه N en‏ 
lub f,(0| 1‏ یسا اله بر لكل 


ولکل × فی ۵ یکوں f (0| 5B‏ 


1 آثبت معيار كوشى للتقارب النتظم : تتقارب متتالية الدوال )٤(‏ بانتظام على 0 إدا 


. f(x) ¬ f () >e تژدى إل‎ n< < N 


6 نظرية فبرشتراس للتقريب 


The Weirstrass Approximation Theorem 


نقدم فى هذا البند واحدة من أكثر النظريات فائدة ونفعاً في التحليل التطبيقي» وهي 
نظرية فبرشتراس للتقريب. وترتبط هذه النظرية - في مفهوم معين - بالتقارب المنتظم 
لتتاليات كشرات الحدود (أنظر النتيجة 11.5) . وبا أنه يسهل العمل مع كثرات الحدودء فإن 
من المرغوب فيه دائ استبدال دالة ما حل الدراسة ذات صبغة عامة بدالة كثيرة الحدود تعتر 
تقريباً جيدأ ها. وبذلك فمن المهم معرفة مى يمكن تعيين كثبرة الحدود هذه بحيث تكون 
قريبة قرباً اختيارياً للدالة المعطاة. والخاصية التى تضمن لنا أن الدالة يكن تقريبها هذه 
الطريقة هي خاصية اتاك 


نظرية 11.5: نظرية فبرشتراس للتقريب. 


إذا كانت الدالة ؟ متصلة على [ط ,ة] و0 < : فإنه توجد كثرة حدود ۴ بحيث إنه لكل 


× فی [ط ,ھ] یکون: e۰‏ > |( - (۴)۸| 


الرهان : 
نبين أولاً أنه يكفى إثبات النظرية للحالة الخاصة عندما تكون [ط ,ة] » هى فترة الوحدة 
[1 ,0]. نفترض أن النطوق صحيح على [1 ,0] > وأن ؟ دالة متصلة على [ا ,4] . عندثذ 
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فإن الدالة التراكية ع المعطاة بالصيغة 0 — a + {b‏ = (×)ع متصلة عل إ0,1] . 
وبالتالی نوجل سره الخحدود ۲ سحیٹث إن : 


.]0, 1[ فی‎ u لکل‎ le(u) — P(u)| <e (1) 


d 
ld 0 ) = f) 6 uz a 
ومنه ينتج أن‎ 
X ~ dû 4 
5 Rn TE. (2) 
f) P| ba ) € 
¬ AMT ٍ 
„la, bj كثررة حدود في × فإن النظرية صحيحة في الفترة‎ p ) 1 وأ أل‎ 


ولا تات النظر ية ف حالة إ1 ,0] = [ط la,‏ > لستعین برهان قلمه برنشتن (11ع5ا‌8) , 


ويستخدم هذا الرهان فصلا (4ةاء) خاصا من کثيرات الحدود تعرف بكشرات حدود 
بر دستان . وكشرة حو د درسشتن النونية للدالة ٤‏ تعط : لصسغة ٠‏ 


B,(x) = 2 5 a) (3) 
oT TT ٠ n! 
1 &( لاحظ أنه إذا حذف العامل‎ . = ein BI) ET : 


رللاستفادة من هذه الملاحظة تدرس الدالة ۵ المعطاة بالصيغة: 


1 f - 1 
۵)0 = 2 | | “= (x + y( (4) 
k 
حیت ل عدد اختیاري (ولکنه مثبت) في [0,1] . عندئد فإن:‎ 
n j mrk n~ | 
۵ )( = ت2‎ | | a)» + y( ٍ 
kK 


14 


َ | ٣“ = x(x + ا‎ (5) 
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وبتفاضل طرفي (5) نحصل على : 


ri 2 
> k 1 k—i aq~—k n—f ~2 
= fx +4 4+ — 1 4 ٍ 
۰ ٠ * y (x Fy) x(n ¬ (x+y) 
IH x 8 2 ا‎ Li 
: وبالضرب مرة آخری في - نحصل عل‎ 
2 
k 1. am X ر د 14 س‎ ) 
XxX س چ‎ |] = ix {xX +4 6 
e ( y E =) (x 1y) (6) 


والمعادلات (4). (5). (6) صالحة لأي رمن [0,1] » ولذا فيمكن كحالة خاصة وضع 
(× - 1) بدلا من ل لنحصل على : 


C/n 8 
2 | |» 1» I (7a) 
k=Û Î k 
k 1 k i—k 

=1 ا 
X; (7b)‏ (× = 1) | 
Kk n k r k £ S7‏ 

ا جا 

kK = (Û 1 | ( x) 1 n ) x (7c) 


k0 "A 9 
1 1 2 2 
2 N a 
5 =) r. ED E. (8) 
CK 0 4 x (1 — x) 
1 


والآن نفرض أن ۴ متصلة على [1 ,0] » عندئذ فإن ۴ منتظمة الاتصال هناك ؛ ولذا فإدا كان 
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0 < ۽ فإنه يوجد عدد 6 بحيث إنه إذا كان ¥ ف [1 ,0] فإن 8 > أو - ×| تؤدی 


f(0 = f)| < 2 


M = 1 + max f(0 
x2 [0.t | 


ونختار ١‏ بحيث إن : 


وإدا ضر بنا (74) فى (× )۴ وطرحنا (3) من الناتج سنحصل على : 
i) — B,() = 2 {10 = =) ١‏ 


Kk 


kK 


1 (1 x) (9) 


وينقسم الطرف الاين من (9) الى مجموعين 2 و لاء حيث: 


المجموع على كل » بحيث يكون Tn‏ 
n‏ 


ر 
3 مجموع ادود | 
ولي البداية ندرس إذا کان en Zz N‏ > »× -(=) 
n‏ 

عندئذ فإن 8> |×-(=) ولذا فإن: 

i» -(&)| <‏ 
ولذلك فإأن: 
i-l . 1 ّ 2 ) e 10)‏ ا ا 

AO =7 
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n. 1 | 
: فإن‎ )-(-×x| < 7 وبعد ذلك ندرس 2 إذا كان‎ 
1 
1 kK. 2 
~~ >| -(/-* 
1 
4 أو‎ 
3/2 kK 2 ٤ 
n <n”) =) - » - (=) - xJ} = {k — nx} 
: ويذلك فال‎ 
f e k 
=o Y()a- 
kK 
, k 
9 {fC0)| 4 f را(‎ | (1 — x)" 
< 2M f | (1 - × (11) 
k 
Fr (k — PK) 
>] = [| ن(‎ 
f 
ر 1 ر‎ 
ET 2 (k~ nx) | | (1 — xk 
5 k=0 
f 
: بالتعويض ب (8) في (11) نحصل على‎ 
rı 2AM M+» 
DE : e ID 
E3 k =4 1 k 
n 
2M n x (1 — x) 2M 
<( 3 1 = u 
3 n 1 
11 
وإذا كسان > عندئد فإلن < ومن ثم فإذا كان‎ 
٤ إ‎ 


n ZN‏ و× أی عدد فی [1 ,0] فان: 


(12) 


منتدی افریقیا سات 


f(0) = B (0| < e. 
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(لاحظ أن اختیار ۸ لا يعتمد على × ومن نم فمتباينة التقريب تتحق بانتظام داخل 


0.1 . 
ونظر ية به فیرشتراس للتقريب يمكن صياغتها مدلالة التقشا لتقارتب e‏ لتتالية دوال؛ لاأن 
الرهان الذي عر صناه يسین أن { Bz‏ عل |1 ,0 صيع نصيغ النص الشكلى e:‏ 


حه 11.5 


إدا كانت الدالة ؟ متصلة على إط ,ه] فإنه توجد عندئذ متتالية من كثرات الحدود 
("۶) تتقارب بانتظام على [ط .ة] إلى . 


عغاریسن 11.6 


اا عین کشرة جدود برشتين من الدرحة القالثة B,‏ 
TIA‏ 
للدالة 2 f(x)‏ . 


2 عون كثرة حدود برنشتين من الدرجة الرابعة ,8 للدالة ×۷ = .f)»(‏ 


3 عين کشر حل و د P(x)‏ بحیٹ یکول : 


lub |P() = |x| < 
ااك‎ . 


. 
4 بر سه الذالة e‏ على (0,1) يسن أن نظرية فیرشتراس للتقريب لا تتحقق 
إدا اخدنا (ط ,) بدلا من إ0 ,ه]. 


11.7 مال الدوال 
س س ا ا ا س 


ئي هذا البند الأخير من هذا الباب ننقل اهتمامنا من مصطلحات متتالية الدوال إل التالة 
ر جاب| a‏ الفيد أن نعيد صبياغة نتا چ البنود ونا ا 
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نكون المتالية العددية ر ((2) تقاربية» فإن متسلسلة الدوال »= تسمى 
تقاربية (نقطياً) على © إلى الدالة f,‏ 2 > وبا شل إذا كانت المتنالية (Z0 yo‏ 
تقاربية بانتظام على © فإننا نقول عندئذ أن المتسلسلة ابه تقاربية بانتظام على 0[ . وجا 


(Zt‏ فمن الواضح أن: 


أن ابه هى ناية التتالية و 


a} 
k=Û 


ويذلك يمكننا اعادة صياغة النظرية المساعدة 11.1 بالطريقة التالية : 
نظر ية مساعدة 11.2: 


تكون متسلسلة الدوال )ابه تقاربية بانتظام على 0 إذا وفقط إذا كان: 


lim, {sup 2 1 («| = Û. 
xeD  kz2n 


ولکل من النظريات 11.4 و 11.3 و 11.1 التعلقة بالخواص المنقولة (المحتسبة) نظرية ماثلة 
لتسلسلات الدوال. وسنصيغ هذه النظريات بدون برهان؛ لأنه إذا كانت كل من ,؟ 
متصلةء أو قابلة للتكامل أو قابلة للتفاضل على الترتيب فإن كل مجموع جزئي 2f‏ سیکون 
كذلك . وبالتالى يكن تطبيق كل نظرية من نظريات الخواص النقولة (المكتسبة) على متتالية 
اللجاميع الحزئية » وتنتح النتائح مباشرة. 


نظر ية 11.6 : 


فال متصلة على 5 . 


k=) 


نظر ية 11.7 : 
إذا كانت كل من ۴ دالة قابلة للتكامل على [ط ,ة] وي ن2 تقاربية تقاربا منتظ| على 
311 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


[ط a,‏ » فان 2 قابلة للتكامل على [ط ,ة] 


k= 


نظر ية 11.8 : 

عرص أن لكل من ؟ مشتقة متصلة على [ط ,ة] » وأن (©),#ل<2 تقاربية نحر قيمة ما 
> في [ط ,4] وأن »2 تقاربية تقارباً منتظ)ً عل أ6ا عد فان ,ا تارب 
بانتظام على [ط ,ة] إلى الدالة القابلة للتفاضل ۲ <٫‏ و 


k={) 


وألنتيحة | التالبة تصاع عاد ٤‏ وره الختسلسکت YE‏ وتعطنا مماهيم ف عاية الأهمبة 
والقائدة اتات أن اسا الدوال تشار بيه قا را منتظ|. 


: (Weierstrass M-test) سlرiشر#ل‎ M نظر ية 19: اختبار‎ 


نفرض آن 2f,‏ ماله دوال وأن AM,‏ متسلسلة عددية موحجبة متقأربة بحيث إنه 
لکل k‏ کون M,‏ > |۴| اسا » عندئزٍ فإن <٤»‏ تقاربية بانتظام على 5 . 


الرهان: 
نفرض 0< ع . با أن 27۷ تقاربية فإنه يرجد عدد ١‏ بحيث إن ١N‏ < ۾ شا 


2 M < E. 


kKzn 


k=Û 8 
lub ےا‎ 8 < lub 2 


xê j} 
< 2ا‎ iub (0< 2 Mr; 
kZzn xED , kn 


ويلك فإن N‏ < ¬ تۇدى إلى e۾>‏ 


: ومن نم فان‎ lub 


x ]} 


lim „ {lub 2 (0| } =0, 
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ولذا فان بے تقاربية بانتظام على 5 . 


والبرهان السابق يثبت نصا أقوى ما هو معطى في النظرية 11.9. RET‏ 
نرى أننا قد أثبتنا أن المتسلسلة If‏ تقاربية تقارباً منتظا على ٠0‏ ويؤدي هذا ليس فقط 
إلى أن ۴< تقاربية تقارباً منعظاً - وهو نتيجة النظرية 11.9 - ولكن أيضا إلى أن |< 
DET‏ ومن هنا يرز سوال طبيعی وهو: هل يمكن لتسلسلة الدوال ,٤ے‏ أن 
تتقارب بانتظام على نطاق ما 5 وأيضا تتقارب مطلقا فى كل نقطة من 2 في حين لا تكون 
امعسلسلة المطلقة |]|ل< منتظمة التقارب؟ والإجابة هى نعم» ويوضح الال التالي هذه 
الحقيقةء وهو يبين أيضا أن متسلسلة الدوال يمكن أن تتقارب بانتظام حتى لو كان اختبار - 
MH‏ لقيرشتراس غير قابل للتطبيق عليها, 


مثاأل 11.11 ' 


ادا کان : 

k k + |‏ 
× = × = (ک )ہا ~ (5)ا 
لقيم 0 < )» عندئذ فإن )ب2 تقاربية بانتظام على [1 ,0] إلى الدالة المساوية للصفر 
بالتطابق 4 . ا |)%( >f‏ تتقارب لكل × في [1 ,0] » ولكن f‏ ّ مارت 
بانتظام في [1 ,0] . وفي البداية ندرس هذه المتسلسلة: 


( × = ») = 7× - ») + (× - 1) - (× = 1) = (٭)؟ ہے 


k k~}. kK k+ 1 
Ean SE SK Ie ag 


ولإثبات التقارب المنتظم للمتسلسلة 2٤,‏ نلاحظ أنه لكل ١‏ يكون. 0 = f(x)‏ 


21 


و x).‏ ~ 1( ر سے ی ې = (») ا =( 2 
An‏ 


f (x)‏ 2 ×2 بالاستعانة تحسابات أولية 
k0‏ 


x€[0, 1j 


ومكننا اد 


(x) =2 {nx — [n + 1| < = 2 (n REI x) 
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f,(%) 5 | : 


Max 
x€|0.1] n + 
2)1") - 
1 + أ‎ f +1 
IE Te 
n + 1 `7 + 1 n + 1 


1 
1ا فاته نت : 
a OC‏ 


وحيث 0 = 


0= 0ا axص)‏ ,imا‏ . ولذا فمن النظرية المساعدة 11.2 تكون < تقاريية 
xXEMI]‏ 


بانتظام على [1 ,0]. 


إن اختبار ٠‏ ل2 بعتبر أسهل. تختصر المجاميع الجزئية فتؤول إلى : 
ا 
x = >7 +. + (×‏ + 7× = ») + )× = 1) + (٭× = 1) = 0 2 


nı [ Ii 


OT ET TTA TD 
ETT 


وندلك فان : 


An 


(ولا ينبغي أن نأخحذ في اعتبارنا المجاميع الحزئية الأخحرى f‏ ےه + لان 
k=‏ 


AIk— 
k 


1 أ‎ 
lim. (2 fool =2 [f e0|} = lim, f (0| =0) 
k= ( 


() ع 
6 أن |٤‏ < لا تتقارب بانتظام على [1 .0]. 
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ونبدی ملاحظة وهى أن الاختبار - M‏ لا يمكن تطبيقه على متسلسلة المثال 11.11 وهر 
بالفعل كذلك؛ لأن الاختبار - ۷ کان سیؤدي إلى أن |۴ تقاربية بانتظام . ولكي نرى 
وضوح اذا يفشل الاختبار - M‏ نلاحظ أن M١‏ كان يجب أن تكون كبيرة على الأاقل 
مثل: 


1( ( ))2 ام 


IHAA 
#2,1 | 


باعدية؛ لاا تجيمن على ر . وللتحقق من هله أيمنة جب أن نوضح أل 
[_ [] عدودة بعيدة عن الصفر. ويمكن توضيح ذلك بالاستعانة بقاعدة هوبيتال 
n‏ 
لحساب النهاية : 


(2) 


وف کر 11.7.1 بطل إحر اء تمصاات هله العملبات . 


تمارين 11.7 

1 _ أثمت التأكيد فى الفقرة الواردة في ناية امال 11.11 آي تحقق من صحة المعادلتين (2) 
و (1). 

2 أثىت أنه إذا كانت ,< تقاربية على 0ء فإن ۵ = ٤,‏ ,"ذا (صفرا بالتطابق 
k *k E k ٤ :‏ صهفر ( 
.D‏ 


في تمارين 9-3. أثبت أن م ب2 تقاربية بانتظام على النطاق 0 : 


, D= R. 
f(x) =x, =] +< | 4 
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e )»( = م)‎ ١ D = [0* | 2 


Sin kx + COS KX 


DR 6‏ , د = (ي)| 
k (log k)‏ 

k 1 1 

f) = kx, D=|- > <> | 7 
3 } 1 

0 =) sin X ۱ D = Î - 1 8 
k++ 

2 CS PEI 9 
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الفصل الخاى سر 


12 


Power Series ”gقll متسلسلات‎ 


12.1 تغارب السات القوى 


رعا يكون فصل (5ءه!ء) الدوال إلذى يتكون من قوى (كإءسهم) الدالة المحايدة من ٣‏ 
فصول الدوال أوليةء على سبيل الال "× = («)] . هذا الفصل من الدوال يركب حسابيا 
ليكون الدوال كثرات الحدود والدوال القياسية : وقد استعملت هذه الدوال بنجاح لتكوين 
متسلسلة الدوال الى تكون نظرية غنيةء والتي تستخدم في كثشر من التطبيقات. في 
التعريفات التالية وخلال هذا البابء فإنٌ المتسلسلة الى سندرسها يكون حدها الابتدائى هر 
ا لحد المرقم بالصفر. إذن (,4) تعنى باختصار أن ,_ له . 


تعر بف 2 


إذا كانت ( ه) متتالية عددية وه عدداء ولنقفرض أن ۴ هى الدالة المعطاة بالصيغة 

(ھ - ») ,۾ = (»)۴ ء فإن متسلسلة الدوال ,< تسمى ممتسلسلة القوى. إذا كان ,× 

عددا بحیثٹ تکون (x, - a(‏ 22 تققاربية فإننانقول: بأن متسلسلة القوى 
(x: . a)‏ 2.4 تقاربية عند ×. الحملة «غر تقاربية عند ,×» تستعمل بالل . 


نمدأ بإثبات بعض الحقائق حول فئة الأعداد حيث تكون متسلسلة القوى تقاربية عندها. 
نظر ية مساعدة 12.1 : 
إدا كانت متسلسلة القوى (@ - 2a (x,‏ تقاربية عند ,× وكأن ر× عددا محقق 
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ET 
فال (8 = ,×) 4 ب2 تقاربيه عند ر×.‎ |x, - | < |x - ۾‎ 


الرهان : 


دا کان ۾ = × فإنه لا يوجد أي شىء للرهنة. وهذا نفشرض أن ۶ × ونشترض أن 
هو العدد الذي بحقق إه - »| > | - ى 1 


: عرف‎ . 
٤ x> > a 
e 
k 1 3 که کډ‎ 
lim, a, (Xx, 7 a) = Û; تقاربيه» فنعرف أل:‎ 2a, (x, a) ما ان‎ 


وبذلك تكون المحتالية ل( - ,×) ,4) غددة لنقل إن: 
B = lub, {|a, (, =a) |}.‏ 
إدن فلکل kK‏ يکون: 


2, (X ~ a) . a x 5 a 


هذا السب فإن a)‏ - ر*) ,4 به مهيمن عليها بالمتسلسلة امهندسية التقاربية ۲< وإذن 
فإن: '(ه - ر×) ,هل2 تكون تقاربية أيضا. 

فى بعض الاأحيان تسشخد م النظرية المساعدة 12.1 على شكل نفى. أي إذا کن 
x -a| < x |‏ و a (% ¬ a)‏ >2 عير تقاربية عند ,× فإل متسلسلة القوى هذه 
تکول عر تقار بيه عند X‏ 


x “ el 


لاحطظ أن النظر ية المساعدة 12.1 اشترطت المتاينة الصارمة بس e a‏ 
. المنال التالي يوضح هذا الاحتال. 


£ س ا‎ 
X» a > x a 


مثشأل 12.1: 
واصح من استعمال اختبار المقارنة ونظرية المتسلسلة المتعاقية . ولكن إذا أخذنا 1- = »× 
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3 . 5 2 ا م کر چ س ت‎ e n ا هه ا"‎ ۳ 
ECE ا‎ ٤ ERS i u EFO aa 
٤ ن‎ ss E E EE 0 
ns e Tgp Ey A 


ا 3 


k 
: 5 1 4 A 2 . +) 
؛ لأله‎ AE ha فإنه عبر صحيح ال )ع تقاربية عند كل ,× حيث‎ 


عندما 1 = ,× فإن متسلسلة القوى هذه تباعدية. 


بمساعدة النظرية المساعدة 12.1 نستطيع أن نصف فئة كل الأعداد × التي تكون عندها 
متسلسلة القوى 2Z a (x — a)"‏ تقاربية. رتنا النظرية التالية بأن هذه الفثة إما أن 
تكون خط الأعداد ۸] كله أو فترة مركزها ه. إذن هذه الفئة تسمى فترة التقارب لتسلسلة 
E ET PIE OT‏ 


نظر ية 12.1 : 


لنفرض أن 1 هى الفغة ‏ إتقاربية "(ھ - ,×) رھ < :۸ € ,×) › فإِن 1 اما أن تکون 
R‏ أو فترة على شکل : 


.(a~R‘“a+ R)yÎ (a—R¢‘a+ R] « [a—~R‘“a+ R)« [a-Réa+R! 


الرهان: 


إذا كان ۸ # 1 فإن النظرية المساعدة 12.1 تؤكد لنا أن 1 فترة محدودةء هذا السبب فإننا 
فرض أن ٤1‏ ×: | - ×| طا = ۸ . إذا کان ر ئی )a - R ٤a + R(‏ . فإن 
x al <R‏ ویوجد ,× فی آ حیث تکون a > |× - a‏ - ,×| . لذا تؤّكد النظريهة 
المساعدة 12.1 أن a)"‏ ~ ر«( Za‏ تققاريية ولهذا فإن ر× في 1. هذا يرهن أن 
)a - R “a + R) C1‏ . الآن لنفرض أن × فی 1. ان اختیارنا للعدد ۸ يدي إلى أن 
x -a| >R‏ » ومهذا السبب فإن ,»× في إ[R‏ + R٤4‏ -ه] . إذن 
R۴ ٥a + R) C 1 C [a - R “a + R[‏ - 4) ونستنتج من ذلك أن 1 لا بد أن تکون 
واحدة من الفترات الأربع المتمركزة حول 4. 


قد نتذكر من مبادىء التفاضل والتكامل أنه بالامكان تعيين فترة التقارب بطرق أسهل 

نسيياً. أول شىء بجحب عمله هو إبجاد نصف قطر التقارب» والنظرية التالية تعطي طريقة 

مبسطة لحل المسألة . وبالرغم من أن هذه النظرية لا تعطي جوابا لكل متسلسلات القوىء 
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نظر ية 12.2 : 


إذا كانت إه) متتالية عددية بحيث يكون: 


di 
iim, و‎ | =R, 

+ 

وه آي عدد. فإن ۴ هو نصف قطر التقارب لتسلسلة القوى "(ه - )) ,۾ < 

الرهان: 

لطبق اخحتمار النسبة (1ءع 0تاة۸) لمتسلسلة القوى "(ة - ) ,ةه < فتحصل على : 
k+1‏ 
. ا زa„‏ ¬ %( ,, a,‏ 
R =a,‏ = ۾ ¬ lim 1 ! = im, x‏ 
a (% ¬ a)‏ 


ا ا ایا ات ا 
Kel‏ . 

RL‏ اقل من 1» والتی تکاقیء x — al < R‏ . وبالمشل فإن اختبار النسبة 
يتضمن أن المتسلسلة غير تقاربية إذا كان ۸ < إه - »| . فهذا السبب فإن العدد R۸‏ هر 


من المفروض أن نلاحظ إمكانية تفسير نصف قطر التقارب ۸ في النظرية 12.2 با لمعن 


2 . 1 dy, Ê 
بصنا فإن فترة التقارب هي 8. أيضاً‎ | ٤ « العمم؛ أي أنه إذا كان‎ 
ا‎ 
d 
إذاکان 0ا کہ فإن فترة التقارب هى [ه ,ة] أي أا تتكون من‎ 
k+ j 
.4 أأنقطة الوحيدة‎ 


IDEN MII لااد فترة‎ 

تنوعاما(انطر التمرين 12.3) لامجاد ۸. تم نتحقق من نقطى النهاية 

x=a-—-Rexz=at R‏ لتحديد آي فترة مرغوبة من الفترإات ت الأربع المحتملة. ماأن 
هلا التمرت العادي ر فلنراجعه هنا باختصار باعطاء مثالن . 


(اے3 
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e) 1‏ 
إن فترة التقارتب للمتلسلة Þ2‏ ھی )6 ,4] 
k +1‏ 
أولا: 
a, k + 2‏ 
SI SS‏ ک RK = lim,‏ 
a k + 1‏ 
عندما 6 = × فإن متسلسلة القری د ا رهی تبأاعدية» وعندما 4 = × 
k+1/ &@ :‏ ي 
کک ا 
فإن المتسلسلة قصب )ر وهي تقاربية . 
مثشاأال 12.3: 
2x‏ 1 1 [ 
ن فترة التة تسلسلة ( چس | س ٢‏ س -] ؛ لان 


Û0‏ = زود ْ ولا نستطیع استخدام أخحتار ال حن نستعمل النظرية ll‏ مباشرة. 
ولكن نستطيع أن نعامل هذه المتسلسلة على أنها متسلسلة قوى للمتغير ×. إذن فمعامل 
القوة » للمتغر × هو ” (1+ )k‏ 2 = بط 


بتطبيق النظر ية 12.2 لتتاليات العاملات ل( [) نحصل على : 


k 2 

D 2 (k +1) 
lim, . = lim, a TF ST 
k+1 Z2 (k+2 
= lim 2 = 
K2 ‘k+1 / 2 


ِ 

هذا السبب فإن المسلسلة متقاربة عندما يكو > |0 - × > وهو ما یکایء 
e . 1 1‏ 
gg <<‏ ¬ . عند نقطت ناية الفترة نحصل على : 
kK 1 2k kf 1 jk‏ 
1 ( 2)1 ( 7 4)* 
(k + 1) (k + 1) (k + 1)‏ 
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تمارين 12.1 


أوجد فترة التقارب لكل من متسلسلات القوى التالية : 


Kk  } K+] 
)-2( 4 : ( (~1) 4 
)ا کا‎ -1( 77 __ |) +2 1 
> k + 1 |= 2 ا‎ | +2 
1 1.3 2 1.3.5 2 
)ا‎ (×+) ) -( 24€ (+ 
.k+1 2k 
a ٣ 7 3 X _4 
(2k + 1) Kk 
k +1 
-1( 
> J) + 1 6 
2 
k 
2 3 4 5 6 
EE E 
7 3 2 3 3 3 
1 kÈÎ 
2| =) +2 8 
) (+ 2( 
x +] x + V7 x +2 x + 2 x + 3 x4 V3 x... _ 9 
kK! + 
E - 10 
k 


1- ×( 2)08 (المتساسلة تبدأ عندما 1= ). إرشاد: قارن هذه المتسلسلة 
بالمتسلسلة Rx“‏ 2). 


2 ٭ 2K‏ (تبدا بالمتسلسلة عندما 1= k‏ ۔ ارشاد۔ ی ے ۴ 


1i f [log x] “~ lOg (x + 1)‏ بالامکان إغجاده باستىخدام قانون القيمة 


الوسطى) . 
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2 تکامل وتفاضل متسلسلات القوی 


(Integration and Differentiation of Power Series) 


ى فترة التقارب» بحدّد مجموع متسلسلة القوى دالة ۴ معطاة كالآتي : 
a (x — a)".‏ 2 = ))1 
k=‏ 


ما أن هذه الدالة ھی نهاية اا دوال كثرة ادود فمن اللعقول توقع اسساب | 
عض الخواص الامجانية عن الدوال كثرة ادود مثل الاتصال» والقابلية للتحامل » والقابلية 
للتفاصل . ٤‏ الحقيفة إن کل من هله الخواص يصح داحل سە رة التقارب . هده هي نتائج 
لتقارب النتظم الذي سيعرض هناء وهذا التقارب التتظم هو موضوع النظرية التالية. 


نظر ية 12.3 : 
إذا كان لمتسلسلة القوى "(ه - ») ,۾ 2 نصف قطر تقارب ۸ فإنا تتقارب بانتظام 
على كل فترة جرئية مغلقة من : .(a~R * a + R)‏ 


الرهان: 
لنفرض أن .[c~ dj C (a -R “a + R)‏ أن 2a (% — a)‏ تققاربيهة عند U‏ 
kj e os.‏ 
ول. إذا كان | - 4| > |e - a|‏ فإننانعرّف |( - ك) ,| = M,‏ . وإذا كان 
۾ - | < إه - |e‏ فإنانعرف M, = |a, (e — a)"‏ . في كلا الحالتين تكون 
5 تقاربية و lub la x — a) <M,‏ . إذن اخحتبار - 1 لفرشتراس يطبق 
xêfe,d ٤‏ 


لاحظ أن النظرية 12.3 وال تعطى نتيجة حول الفترة التي يتم فيها التقارب المنتظم لا 
تحوي نقطتى نباية فترة التقارب. هذه ليست أحسن نتيجة متملة على سبيل المثال» فإن 
العام آبل برهن على أنه إذا كانت ,هة < تقاربية فإن × به ب2 تقاربية بانتظام على 
[1 ,0] » ولكن باستخدام النظرية 12.3 نستطيع بسهولة أن نبرهن أن مجموع متسلسلة 
القوى هو دالة قابلة للتكامل . 
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نظر ية 12.4 : 


DEO lI E 
۾) . إذا کانت‎ - R٤4 + R( عندمایکون × فی‎ f) = 2 a, (% ¬ 
قابلة للتكامل على [4 ,] والتكامل حدا بحد‎ ٤ ج [ ,] » فإن‎ (a - R “a + R) 


d س‎ d 
أ‎ Þ3 a (X ~ a) dx = 2 a, ي ا‎ a) dx. (1) 
k=l) k= 
الرهان:‎ 
. 2.3 هده النتيحة هی نتیجه مباشرة من النظر ية 11.7 وألنظر ية‎ 


يكن استخدام طريقة التكامل حدا بحد لحساب بعض المجاميع المهمة» وهذا ما نوضحه 


في المثال التالي. 
مثلال ٠12.4‏ 
1 
OE ORE I DTT‏ 
e :‏ | 2 ا سيه لمعروفة 
x = ١ If =i <x < Î. (2)‏ 2 
k= .‏ 


باستخدام النظرية 12.4 يمكن إجراء تكاملها حدا بحد. 


k +‏ چ 
A‏ 


- -logl1-x| if-1<x<l. (3) 
=0 k + 1 


ما أن هذا صحيح لكل × في (1 ,1-) يمكننا التعويض عن × بالعدد ج في (3) ونحصل 


2 2 
log‏ ے2 
k + 1‏ 0=« 
بوضع ز بدلا من 1 + ) سىتنتج : ,2 log‏ = رظ 
k=1 3‏ 

من الواضح أن هذا يكافىء المجموع المطلوب. 
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في الخال التالي تقوم ببحث قابلية متسلسلة القوى للتفاضل . لكى نستعمل النظرية 11.8 
نحتاج إلى معرفة ما إذا كانت متسلسلة المشتقات تقاربية بانتظام أم لا. وذا الغرض لا بد 
أن نبرهن نتيجة أولية تقارن بين متسلسلة القوى ومتسلسلة مشتقاتها. 


نظر ية مسأاعدة 12.2 : 


2a (x - a) OS E E ET E ولأی‎ NEE ET ا‎ 
فم) نصف قطر التقارب نفسه.‎ < ka و“( - ۾)‎ 
: البرهان‎ 


لنفرض أن ۸ ۸ هما نصفى قط التقارب للمتسلسلة “(ه - ») هة ب2 والمتسلسلة 
ka, )x-‏ 5 عل التواى. إذا كان ۸R>|ة- |x‏ فإن 
“(ه - ») ka,‏ 2 تقاربية تقاربا مطلقاء إذن فإن 


Þ2 a, (X, ¬ a)" = )x, ¬ ڑ۾‎ 2 a, (x, = a) 


CN Eg oN O 
فإن‎ x ~a %4 RR تقاأرية و‎ Za (x ¬— a)" ان‎ 2 ka, (x — a) 
.R' SR 


لتوضصیح أن R > R'‏ » نفرض أن a (X7 a)"‏ به تقاربية تقاربا مطلقا وىسىتنتج أن 
ka, (x, — a) `‏ 2 متقاربة مطلقا لكل ر× حقق |x - a < |x, - a‏ . لندرس 


ن 
k1‏ 
ka, (x, ¬ a) «١ SS ١ 1 1 k1‏ | 
f 1‏ = 
a x, al [x =a‏ ¬ & = 
عندما یکون: 
x, ¬ a!‏ 
.1< سسس سم 
|x, ~ al‏ 


ہا أن 0= k٣‏ ,نا رلاذا؟» نری أن | (ھ - ر») ,4)| < مهيمن عليها 
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با له و2 لے د ااا ال ای دف کا 
R' E E PE TE NS‏ > ۴ . هذا يکمل الرهان بان 
R= R‏ 


لاحظ أننا م رهن o E‏ التقارتب 
نعسهاً . نستطيع أن ا نستنتح أن هے| نصف قطر التقارب نفسه» ولكن سلوك كل منه| عند 
تقطن نہاية القترة قد تلف . 
مثال 12.5 : 
2 
i n‏ والتسلسلة سك )3 مم نصف قطر التقارب نفسه 
1 = ۸ » ولكن الأول تتقارب على [1 ,1-] بنا الثانية تقاربية فقط على (1 ,1~ 


الآن نستطيع برهان أن متسلسلة القوى دالة قابلة للتفاضل . 


نظر ية 12.5: 


لنفرض أن (ھ - ») ,۾ < ذات نصف قطر تقارب ۸ و “(ھ - ») ,4 2 = )1 


لکل × R٤2 +R)‏ - 4) . إذا ۴ قابلة للتفاضل هناك كا أن التفاضل حداً بحد 


ا 

]Z a, - ° [ = > ]a, x - ۵ [ 
ت‎ 2 ka, (x ~ a) (4) 
الرهان:‎ 


النظرية 12.3 والنظرية المساعدة 12.2 يؤديان إلى أنه على كل فترة جزثية مخلقة للفترة 

)a ¬ R “a + R)‏ » تسول المتسلسلة ` ka, (x — a)‏ > تقأربية بانتظام , أيضا من 

الواضح أن كل حد من "(ه - ») ه <2 قابل للتفاضل» والمسلسلة تقاربية عند كل نقطة 
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من R ٠ه + R(‏ - 4) . إذن تتحقق فروض النظرية 11.8 على كل فترة جزثية مغخلقة من 
الفررة (a - R ٠a + R(‏ . هذا السبب نستنتح أن مشتقة المجموع يساوي مجموع 
المشتقات . يما أن الاستنتاح صحيح على كل فترة جزئية مغخلقة من الفترة 
(a ~ Ra + R)‏ وأن کل × في (a - Ra + R)‏ يقع في فترة جزئية مغلقة من 
R ٤٥۵ + R(‏ - 4) » نستنتح أن (4) تصح عل کل .(a- Ra + R)‏ 


نتیعحه 12.5 : 


ا 


f) بے‎ a (% ¬ a)ٌ 
. ۾) . فإن ؟ متصلة هناك‎ - R ٤۵ + R( کل × فی‎ 


الرهان: 


هذا الرعان ت مانرة من ارد 125 من المكن ضا بره هذه الج ميات 


من النظرية 12.3 (انظر التمرين 12.2.7) . 


كا في النظرية 12.4 نستطيع استعال النظرية 12.5 لحساب مجموع بعض أنواع معينة 


: 12.6 مثال‎ 
E >) أحسب‎ 
k= 


f-1<x<1,‏ ا 
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وضرب الطرفين ٤‏ 8 


(3) 


ماریسن 12.2 
1 أحسب المجموع DTS‏ 
k=}‏ 
2 أحسب المجموع ...+ 2x + 3x = A‏ 1 
2 
3 س احسب المجموع 3 
4- برهن على أن 
Kk‏ ر 
ا 1 1 
lie oy‏ 9 
(2k + 1) 3 5 7‏ 0=« 4 
2k‏ 3 1 
(إرشاد -) بے = 
x) <)‏ + 1( ( 
5- برهن على أن 
1 1 1 1 
l2 a,‏ ا = 4 log‏ 
S5 k‏ 1 
مساعدة : rG EE‏ 
x) )‏ ( ب x)‏ +( {. 
6- برهن آنه إذا كانت ع دالة فياسية على ١N‏ . فإن المتسلسلة "(ه - ») a,‏ < والمسلسلة 


a, 8&(k) («x - a)"‏ 2 فما نصف قطر التقارب نفسه. 
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7 أعط برهاناً مباشراً للنتيجة 12.5 وذلك باستعهال النظرية 12.3 وليس باستعمال النظرية 
125 


Taylor Series تلور‎ dw 2^23 


موضوع هذا البند مألوف أيضاً لدى الطالب منذ دراسة مبادىء التفاضل والتكامل. 
اهتامنا الأول هو قضايا التقارب وخواص نباية الدوال فضلا عن تمثيل دالة معينة بمتسلسلة 
نظر ية 12.6 : 

لنفرض أن 2a (x — a)‏ ها تلصف قطر تقارب R۸R<0‏ 
و( - ») ۾ ب2 = ۴)۸ لکل × فی ٠۵ + R(‏ ۸ - ۾) » فإن ۴ ها مشتقات من كل 

. k =f 


الرتی داخحل R٤4 + R(‏ - ۾) ولكل k‏ 


(a) 
kk k! 2 (1) 
يکون:‎ )a - R ٤a + R) هذا السبب فإن لکل × في‎ 
= ے)k(‎ 
f (a 
f(x) = Þ2 2 (x — a) (2) 
{=F + 


الرهان: 

تما أن النظرية المساعدة 12.2 تضمن ثبات وعدم تخر نصف قطر التقارب لتسلسلة 
المشتقات» نرى أنها أيضاً تتقارب لدالة قابلة للتفاضل على (8 + ۴R ٠٠‏ - ه) . ومذا 
السبب فإن متسلسلة المشتقات أيضا يمكن تفاضلها حدا بحد لتعطى : 

2)) = 2 k (k — 1) a, (x — a) 7 
ت م‎ 
.xXE (a - Ra + R) jنlك إڌأ‎ 
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ا ی و اا ا ي و ار هل العملية نحصل على : 
k=. .(k-n+ 1a, (x -— a) )3(‏ = )۳ 
هذه الصيغة صحيحة في كل ( R4 + R(‏ > 4) . وبالخصوص عندما =× 

المتسلسلة ( 3 دات حد واحد غر صفرې وهر :{k = f)‏ 
)a( =na.‏ “۴ 
الرمر ١)0‏ يستعمل للدلالة على تجمع كل الدوال الى ها مشتقة نونية متصلة على 
فة آ 


)ءاوs( التي ها مشتقات من كل الرتب على الفترة 1 بأنا تنتمى إلى الفصل‎ ND 
«C (a R “a + R) ما لانهاية علل 1». 5 عنصر من‎ ٤« هذا الرمز يقرأ‎ . € )( 
نستطيع أن نحدد المعاملات (ه) من (1) وتكوين متسلسلة القوى الى مركزها ه. هذا‎ 
الوع من متسلسلة القوى يسمى متسلسلة تايلور للدالة ؟ حول ه. فى الحالة الخاصة‎ 


0( 
k! 


0 = ۾ فإن متسلسلة القوى 


Þ2 |‏ تسمى متسلسلة ماكلورين Maclaurin‏ 


f للدالة‎ serl 


من الهم ملاحةة أن ننا لم نقل أن المعادلة (2) صحيحة عندماتكون؟ في 
)a ¬ R ٤a + R)‏ € . وقد ألىتن وجود متسلسلة تايلور للدالة ؟ حول ۾ لکن م نيرهن 
تقارب هذه المتسلسلة رإلا عند ۾ حيث التقارب تافه) ولا نستطيع قول أي شىء مقنع حول 
مجموع متسلسلة تايلور حتى لوعرفنا أنها تقاربية (انظر تمرين 12.7). 


إدا كانت ؟ تساوي مجموع متسلسلة قوى خلال فترة R>0 > (a= Ra + R)‏ 
فان ۴ تسمى دالة محليليلة (ء1اراة«ه) في )a - R٤۵ ٩ R(‏ . هذا هر فصل الدوال ات 
حقق فروض النظرية 12.6 . نستنتح من هذه النظرية أن معاملات متسلسلة القوى لا بد أن 
تعطى بالمعادلة (1) والمعادلة (2) صحيحة لكل × فى (۴ + ه٠۸‏ - ۾). 

بهذا نكون قد برهنا أن متسلسلة تايلور للدالة ؟ حول ۾ هى المتسلسلة الوحيدة والتى 
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بساوی مجموعها (×)] خلال الفترة المفتوحة والمتمركزة حول ه. تعرض هذه المعلومات في 
المغترض التال . 


مفرضص 12.1 : 

إذا كانت ؟ دالة حليلية على )a - R “a + R)‏ .» حبث 0 < R۸‏ فأن متسلسلة القوى 
ذات المجموع ۲ لا بد وأن تكون متسلسلة تايلور للدالة ؟ حول 4. 

الآن ندرس العلاقة العكسية ونوضح مثال أن الدالة يكن أن تكون فى (۸) ٥C”‏ من 
دون أن تكون خحليلية. 


سې ج 


مثشال 12.7 ' 


إذا كانت الدالة ۴ معطاة كالاق : 
E‏ 
U‏ 


)( = 


فإن ٤‏ فى (8) ٥‏ ولکن ٤‏ لا تساوي متسلسلة ماكلورين هذه الدالة. ان قابلية الدالة ] 
للتفاضل واضحة عند كل قيم × ما عدا الصفر. نؤكد أن لكل k‏ الدالة 0 = (۴)0 وهو 
ما يتضمن أن معاملات متسلسلة ماكلورين مطابقة للصفر. بالرغم من ذلك فإن هذه 
اللسلسلة بالتأكيد متقاربة (إلى الدالة الصفرية)» ومجموعها لا يساوي ا. 


لتسن ال س )۴)0 أو تحدم اة هو بیتال EE‏ محر ات لاجراء الخسابأات 


ا 
jx — $ Kk — j‏ 
KX‏ : | 1 
ji], _ _‏ = س fr‏ 
چ [i‏ ۳ ۴ 
X € 0 (4)‏ 
E‏ 
Kx kx‏ 
[ = س - lm‏ = 
lint,‏ 
€ 2€ 


~i" 

N ٤ k لکل‎ , lim, , 0 
xX 
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e 
f(x} — f(0) € 
۴)0( = [im س ا‎ (5) 
x ~— () X 
للمشتقة من الرتبة )» يكون‎ 
)%“[) Ak—Îj 

| (O) (0) 
۴)0) = lim, کک‎ (6( 

A 


لرهنة هذا التأكيد بواسطة الاستفراء الرياضي» يكن أن نفرض أن 0 = (0) ١‏ وهر 
سمح لنا بکتابه (6) على شکل : 


fk-~1} 
f(0) = lim 2 
11 


)7( 
A‏ 
عندما 0 ۶ × » نحصل على )K(‏ ۴ بإعادة تفاضل الدالة ٠‏ والذى يعطينا ف 
E kK‏ ا 
الأغلب 2 من الحدودء حيث كل منهاعلى شكل “ "٠‏ × . إذن. بواسطة الحسابات 
السابقة فى (4) فإن: 


ویکون برهاننا قد اکتمل . 

ايضا من الحتمل لدالة في (8) © أن تكون هما متسلسلة تايلور غير تقاربية (ما عدا 
عند 4ء والتي يكون عندها التقارب تافها اةا۷آع)) . تكون مشل هذه الدالة أك تعقيدا من 
الدالة التى رايتاها في المثال 12.7. هذا السبب لن ندرس دالة من مثل هذا النوع هنا. 


للقارىء الذي يرغب في دراسة مثل هذا النوع من الدوال عليه أن يطلع على امرجم : 


Gelbaum and Olmstead, Counter Examples in Analysis (San Francisco: Holden - 


Day, 1964), p.68. 
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تماریسن 12.3 


| وضح أن كلا من الدوال التالية ليس ها متسلسلة ماكلورين : 


I(x) a x ( إ‎ ) 
xX. If XZDO. x. if x>D. 
f)» = (ح)‎ ES (ب)‎ 
0, IÊ xXx SD: 0. 1i x S0Û 
x xX ZÛ, 
f) = (د)‎ 


PCN dz 


٠‏ - استعمل العادلة (1) لامجاد متسلسلة ماكلورين للدوال التالية: 


f(x) = COS X. (س)‎ f() = e ( 1 ر‎ 
f(x) = log (1 + x). (د)‎ f(x} = Sin XK. (ح)‎ 
) (e +e) 
(xX) = coh = | (ھ)‎ 
1 
f(x) = sinh x = SRA (و)‎ 
2 


The Remainder Term الل الباقى‎ 4 


الآن وبعد أن أثبتنا أن فصل الدوال التحليلية فثة جزئية فعلية (إ#ممهإم) من © فإننا 
الناظرة ها أم لا. لنفرض أن ] دالة على ٤4 + R(‏ ۸ - 4) € ونعرف: 


333 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


R (x) = f(x) ¬ S (x). 


إن (),5 هو مموع ١‏ من الحدود الأولى من متسلاسلة تايلور للدالة ؟ حول ه و (×) ۸ 
يسمى الیل الباقي من الرتبة «. من الواضح أن : 


(kj 
0 = 2 رھ - ب ت‎ 


im R(x) = O. 


هذا فإن ۴ دالة تحليلية على R۸ ٤4 + R(‏ - ۾) إذا وفقط إذا کان 0 = ()۸ ,”ذا لكل × 
(a Ra + R) ٤‏ . 

مع الحد الباق والتى أكدت أن: 

)س( 
)1( "۾ - «( S (+ a‏ = )0 
n:‏ 
E‏ توجد بين ۾ و × وكذلك ع فهى عحصورة بين × وه. فى الحالة العامة تؤكد 
صيغة تايلور أن ٤‏ في ۴R ٠۵ + R(‏ - ۾) "€ . فمذاالسبب فإنه لكل × فى 
)a - R “a + R)‏ تون 
fC) = S_(x) + R(x),‏ 


“حيث يعر عن (×) ۸ بالصيغة الصرحة. ي هذا ألمند نحصل على ثلاث صي حتلفة 
للحد الباقي . الأولى هي نتيجة تم برهانها في الفصل السادس والتى تسمى صيغة تايلور. 
الفصل . 
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نظرية 12.7: (صيغة لاجرانج ن (Lagrange form of R_‏ . 
إذا كانت £ فى ™)a - R “a + R(‏ € و× فى )a - R “4 + R(‏ » فإنه يوجد عدد س 
ن × وھ بحيٿ يکون 


R (x) = EE (x - a). (2) 
H1 


الصيغة الثانية لحد الباقی تعر عن ,۸ کتکامل غدود. 
نظر ية 12.8 : (الصيغة التكاملية (Integral form of R J‏ . 


إذا کانت f‏ في R(‏ + ۾“ )a - R‏ "€ و × فى )a - R ٤a + R)‏ » فإن: 


_ آي‎ (n) 1 
R(x) = nD! ا‎ (x&—-) fF (Ct) dt. ( 
: المرهان‎ 

إن اتصال (استمرارية) الدالة ۴ يسمح لنا باستخدام النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل 
f0) — f(a) = Û f(D dt, E‏ 


وباستخدام التعويضص ]- × = ا » تنحصل عل : 


f(x) ~ f(a) ٠ f(x — u) (- du) 


ima 


SE 
ت‎ f(x ~ u) du 
س = ي‎ 


ےک 


f(x ~ u) du. 
ٍ i) du 


الآن نستخدم التكامل بالتجزيء عددا من المرات للحصول على 
du‏ (11 س f(x) — f(a) = lu. = wj F j ure‏ 
f(a) (x — a) + j ure - u) du‏ = 
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سار 


f(s a+ ra-w ° +f ° (3r wa 
= f(a) (x — a) + ب 6 } ا‎ a) ا ع‎ ( .f"{x — u) du 
a= 
= f'(a) (x — a) + ... + ل‎ (x - a) 
(n ~ 1)! 
8 n-1 ) 
| ¢ ~ 1) du 
(n - 1)! 
= © )x( ¬ (a) + 1 Jf u7 f (x — u) du. 
f(x) = (×) 4 ( : 0 } (x - 0 ۳ dt, دن‎ 


کن اشتقاق الصيغة الثالثة للحد الباق من الشكل التكاملل. وذلڭ باستخدام نظرية 
القيمة الوسطى للتكاملات (تمرين 0.2.7 . با أن الدالة )"۴ ' "( - ×) دالة متصلة 


على R ٠۵ + KR)‏ ~ ۾) . فإنه پوحد عدد Cc‏ ین 4,× حیث إل: 
(x — "۴۳9 dt = (x - ce)" f (e) (x ¬ a)‏ ا 
a‏ 


بتعويض هذا فى (3).» نحصل عل النتيجة التالية. 
نظر ية 12.9: صيغة کوش ˆ (Cauchy form of R‏ . 
إذا كانت f‏ ف R “2+ R) j xو Ca - R +a + R)‏ - 4) » فإنه يوجد عدد 


e‏ ل 98۾ X‏ ببحيٿ يکون: 


3 
R,( = Û ت‎ | - "7 (x - a) 0 
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5 متسلسلة تابلور لبعض الدوال الأولية 


Taylor Series of some Elementary Functions 


البند الأخحر هذا الباب يتكوّن من عدة أمثلة في كل حالة نرهن على أن بعض الدوال 
الأولية المعروفة تساوي مجموع متسلسلة ماكلورين المناظرة ها (قارن مع نمرين 12.3.2). 


مثخال 12.9: 
إِنْ كثبرة الحدود ۴ دالة هي تحليلية على 8 . إذا كانت: 
P(x) = aX SETS‏ 
وبعد القيام بعملية سهلة نستطيع توضيح أن: 
.k<5N J P(0) = (kDa,‏ 


إذاً معاملات الدالة كثرة الحدود تكن معاملات تايلور ال (1 + )١‏ الأولىء ويا أن 
0 = () ۶ عندما تکون × < Kk‏ نری أن 0= (),۸ عندماتکون ×۸ <۸. 
هذا السبب فإنه من الواضح آن: 


lim, R (x) = 0. 


لاحظ أن متسلسلة ماكلورين للدالة ۶۴ هي ۲ نفسها. 
مشثال 12.9: 

إن الدالة الأسية هئ دالة تحليلية على 8). بتكرار التفاضل للدالة ٠"‏ » نجد أن معامل 
ماكلورين ذي الرتبة ) هو ج = ,جه (انظر التمرين 12.3.24). إن صيخة لاجرانج 


لد R‏ ھی : 


Sm 
n 


حیث یکون م بین صفر و ×. ہا أن ×| > || فإنه لدیتا ۵>" لکل .١‏ إذن 
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Fi 


REE lim, ( 


1ُ 


1î 


/ ا e‏ > )۸| . أبضاً 0 =( 


n 


Xx 1‏ 
)1 ×( )5 -“ لکل × ې 8ا . 
مثاأل ٠12.10‏ 


دالة الحيب هي دالة محليلية على ۸ . بالحساب المباشر للمشتقات المتعاقبة للدالة »× صنو 


k+] 
)(-~1( » _ `: ۱ 
€ 12.3.2 (انظر اهرون‎ AT ETS [٤ N ق‎ k لکل‎ do 0 بحد أن‎ 


أيضا المشتقة من الرتبة " للدالة × مذو تكون إما × صذى + أو × ومع &» وهذا فإن الخد المطلقى 
یا لأ بتعدی 1. ادن صورة لاجرانج د (٭),R‏ قق 


!0 
ا . e‏ 
ونعرف أن 0 س ,نا » ودا فإن 0 = (×) R‏ ]ا » 
دن فإن: 
k‏ 
2k+1‏ )1( 
e (2)‏ لکل × فی 8 . 


«=0 (2k +1)! 
۰“ 12.11 مثال‎ 


الدالة المعطاة بالصيغة (1 + ) عه! هي دالة تحليلية على (1 ,1-). التفاضل المتكرر 
يعطي : 


)k = 11+ 0‏ 1( =( إذا کان 1- < ی 
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و شا فان معام الت ماکلورین معطا کالاتي : 
= س ارا کان 0< )ہے 


(انظر التمرين 12.3.2 د). لتوضيح أن 0 = R,)(‏ ,”ذا » نشتق صيغة خحاصة ل (×),۸ 
(قارن ذلك لتمرين 12.2.5). ندرس المجموع اهندسى : 


1-)-0 7 (0 


1-() 1tt 1 +t 


إدا کان × في |1 ,1-(› فإننا نستطيع إجراء التكامل من صفر إلى × لتنحصل على : 


dt 2 N~ 
ا‎ Trt ب‎ [1 t+ 1 a | dt 


2 
LET = 


0 
إت‎ 
R—j t٠ 
ات‎ 
(1) ب‎ 1 + {f 
والڏذي يکاء‎ 
f~ 
2 3 
log (1 + x) = x — س‎ E 2 
د‎ k— 1 
i —]1 
i 
+ (1(7 
م‎ ll 
1~ | 
_, × 
= 8S (x) + (1(7 
)ا‎ 1 i # t i 
٠ ادن فان‎ 
7 ۰ 
R(X) = ("Tl T+ ® (3) 
)3( ودا فإن‎ ( ee )< e7 يودي إل‎ 0>٤ اذا كان 1> ×>0 > فإن ×ك>‎ 
: قق‎ 
۳4 Ti 
Rls | Fa ګگ‎ 
| 9) ا‎ i f 
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منتدی افریقیا سات 


والذي يوضح أن 0 = 1m, R<)‏ . إذا كان 0> ×> 1= x > >50 ùنإف u‏ 


: يۇدي إڵى‎ 
| 1 | ا‎ 
x 1 
1 + x ر‎ ٠ dt ٤ 
(1 + x)n (1 + x)n 
لکل × ف [1,1-). و‎ اim,‎ R)( =0 ادن‎ 
k+1 
(~1) Kk 
og (1 + ×( = ۽ سسس بے‎ (4) 
k 


ردا قال [ک »×> ][-., 
لاحظ آننا برهنا على أن (4) صحبح عند 1= × کا هو صحیح على ) (1,1-) . بالرغم 
من أننا ۾ نقل بأن log (1 + x)‏ دالة حليلية عند نقطتي نهاية الفترة مثل 1 = »× ولكن 
نستطيع أن نعوض عن 1 = × فى المعادلة (4) ) للحصل على المجموع الهم الآتي : 


(1-) ّ 
u‏ )=2 
k= Î k‏ 
هذا رأينا أن مجموع المنسلسلة «التوافقية المتعاقبة هو لوغارتم العدد 2 (هذا هو تأكيد التمرين 


. (2.5 


ارين 12.5 


1- برهن على أن دالة جيب التام (× 0sع)‏ دإلة محليلية على 8 ولكل عدد حقيقي × 
بکون : 


www.afr1qa-sat.com 


2 برهن على أن دالة الظل العكسية ( (۸)١ة٤۲ءه)‏ دالة تحليلية على (1,1-) ولكل × 


ف ]1 ,1=( 
kK‏ د 
†- 
x‏ کک TD)‏ 
2k +1‏ 
1 
(إرشاد سد مفکوك a+)‏ کوت ااه سيه وكاأمل . فقأارل ذلك 
LL ۳ 1 ٤‏ 
أوجد متسلسلة ماكلورين للدالة e i) = ) (si x‏ ان ۴ دالة محليلية على 
.R‏ 


4 _ أوجد متسلسلة ماكلورين للدالة المعطاة كالاتي : 


I(x) = ا‎ dt. 


(مساعدة: عوض ‏ - بدلا من × في المثال 12.9). 


> أوجد متسلسلة ماكلورين للدالة المعطاة كالاتق : 


f() = ا‎ sin t” dt. 
. |۸ ووصح أن ۴ دالة تحليلية على‎ f(x) = e أ أوجد متسلسلة ماكلورين ألدالة‎ 
. ۸ أوجد متسلسلة ماكلورين للدالة “ء = (»)؟ ووضح أن ۴ دالة تحليلية على‎ 7 


٣‏ أوجد حاصل ضرب کوثی لتسلسلت مساکلورین لکل من × ٩1ء‏ ,× كمع و ادمه 
لمرهنة أن لکل × فی )» SIR ZX = 2 SIR X COS X‏ . 


341 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


الفصل الالت ر 


E 


الفضاءات المترية والفضاءات الاقليدية 


Metric Spaces and Euclidean Spaces 


Metric Spaces jill الفضاءات‎ 1 


موضوعنا في هذا الباب مزدوج: إذ نرغب في وضع أساس نظرية الحساب متعدد الأبعاد 
ونريد هذا الأساس أن يكون عاما بدرجة كافية لكي نتعرف على بعض المفاهيم النهائية في 
صياغة حردة. وف هذه الحالة فإن مصطلح (رکرد) يعن أن مور صوقفات درا ا ی ان 
نكون أعدادا أو حتى ذات خواص حسابية مثل الأعداد. والخاصية التى تعتبر هامة وأساسية 
شكرتنا عن النهايات هي : مفهوم البعد بين العناصر. وكل مفهوم للناية رأيناه حتى الآن 
دان مؤسسا على سؤال ما إذا كان عددان ما قريبين بدرجة كافية من بعضه)| عند تحقق 
شروط معينة. ولذا فإن جريدنا سيتجلى في منظومة يطلب أن يكون لعناصرها - فقط ‏ 
خاصية «البعد بين زوج من العناصر». وفيا يلي سيرمز بالرمز × × × إلى مجمل كل 
الأزواج المرتبة لعناصر × أي أن: 


XxX = {(x.y):x E X و‎ ye x}. 


تعر یف 13.1 : 


الفضاء التري (القياسى) هو: منظومة تتكون من الفئة × التق تسمى عنأصرها بالنقط» 


() 0= (ر,x)ل‏ إذا وفقط إذا كان ركد»×. 
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Xd K.Y لكل‎ dx. vy) = dv. xX) (OD 
Xd K.Y¥.2 لکل‎ dx. Zz} 5 d(x. v} + dy. Z) (MD) 
وتو کد‎ «(distance) در طيعية للغابة لفكرتنا إسحدسية عن | اعد‎ e وهل اخراص‎ 
الخأاصة (1) ا اَن اة نقطة تعد ممسسافة صمر عن نفسهاء ولا توجد نقطتان عتلفتان‎ 
الق تكد‎ (sy صeا٣ر( تبعدال عن بعضه| بمسافة صفر . والخاصية ( (1) هي خاصية الال‎ 
ا آل العا ف ن اننقطة × إلى النقطة ر يجب أن يساوي اا ومعنى الخاصية‎ 
لثة أفل و وهى تسمى بالمتباينة المثلثية ؛ لأا ر فى صياغة مألوفة دا عل آن‎ 
طول الضلدعن الاخرين. وف فضائنا المجرد. فال‎ WENE و‎ 
× دالة البعد ل وفقا للخاصية (ا[ا) تعطي داثا «أقصر بعد» بين نقطتين؛ لأنه إذا سرنا من‎ 
إلى 7 عن طريق نقطة تالثة ما ر فإن المسافة الكلية (2 .)ل + (ر .)ل هى على الأقل‎ 
d(x. Z) » مساوية الليعد المبأاشر‎ 
والمثال الأول رما يكون أكثرها طبيعية . وهو مؤسس على مجحموعة الإحداثيات الكارتيزية.‎ 
وصياغة المندسة الاقليدية المستوية. وكذلك النظومة التي نرى فيها الأشياء والأبعاد في أسهل‎ 
طريقة.‎ 


٠13.1 متال‎ 


تفر ص اں × هي ۸| × 8) . فثة كل الأزواح المرتبية للأ عداد الخحقيقية» ونعرف ل ك| 
ا 
اد انت ( ,× x» = (x.‏ و )»¥ Y = {yc‏ فان 
آ 7( dx. ¥) =| SS‏ 


lS‏ فالأدلة التحتية لا تشر إلى النقطة الأولى أو الثانية وهو 
لامر الشائع في معظم الكتب الآوليةء وإنما يحون لكل نقطة م «احداتى أول» 
ر «احداتی اني و ۰ 


وکا ری ٤‏ شل 3.1 فال العذ )¥ d(x.‏ معطی دنر به فیتاعورٹ » ويوصح شل 
O O O‏ 
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شکل (13.1) 


¥ e, Ye) 


iy, 2( 


یع د د 
سے س 


xX: (X,;, xs) 
| 


شکل (13.2) 


مثال 13.2: 
نفرض أن × هى ۸| ونعرف ل بالصيغة: 
dx. y) = |x — y (2)‏ 
لكل ,× من ۸ . وحيث إن العدد إل - ×| يمثل البعد بين النقطتين» على خط الأعدادء 
المناظرتين للعددين ر x,‏ فإن هذا هو التعريف الطبيعى لليعد في 8). 
وتتحقق الخواص (11) .(11) .(1) ک) هو وأصح . 
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مثال 13.3: 
نفرض أن @ = × فئة الأعداد القياسية ونعرّف ل بالصيغة: 
)3( ا | = (ر,d)x‏ 
لكل ٤٠×‏ ر من @ وحيث إن © هي فشة جزئية من 8 فإن حقيقة تحقق الخرواص 
)1( .)11( ,)0( میم Me Yo‏ م R۸‏ يضمن عقن هذه اخواص مع 2 Xs Ya‏ کک ا . 
وی وصح الخال 13.3 حقيقة عامة عن المضاأء! ت المترية التي تكون مميدة أ أحيانا فى الأمثلة. 
ونصيغها هنا بوصفها مفترضأً تنتحج صحته مباشرة من تعريف الفضاء المترى. ومفهوم الفتة 
إالرز ية : 
مفرضص 13.1: 
إذا كان × فضاء متريا بدالة انعد ل وكانت ۷ فثة جزئية من × فإن ۷ فضاء مترى 
بدالة اليعد ل حیٹ یکول نطاق ل مقيدا الآن بالنطاق ۷ × ٠۷‏ ۰ 
قبل الانتهاء من هذا | البند نقدم مثالا | إضافيا على الفضاء التري . وإذ بين هذا الال 
تعريفا متطرفاً لدالة العدء > الكنه يظل حمق خواص دالة اللعد الترة 


٠13.4 مشال‎ 


عرص ال * هي ايه فئة (غبر خالية)» ونعين الدالة ية النفصa (discrete metric) d‏ 
دالصيعغة : 


F 


(4) 
d(x, y) = 


حميع ¥ Xx,‏ من ×۸ . > ومن الواضح من ( )4( أن () و () تتحففان . وللتحقق من )111( E‏ 
أية نط 3.٤‏ .× في ×. إذا كان 0 = z(‏ ,×)ل » فإن (ا1) تكون وأضحة غاما (تأفهة 


d(x, Z2} = | وان‎ x» تفرص ان ج (ے ,)ل ندل نودي (4) إی ان‎ . , (trıvıal 


الال 

و الإا ۶ * تعني أن رلا يكن أن تكون مساوية لأي مهىاء ومن هنافإن واحداعلل 
لاقل من البعدين ( d)y.‏ و(ل.x)لG‏ جب أن يساوي |. ومن نم فمتباينة المثلث جى أن 
حو . 
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N A E e EEE ME E ERRNO CS O RE E r e E e aT r ka ا ر ا پا‎ 


نارين 13.1 


فى التارين 9-1 × هى ۸| × 8 عن لدالة البعد المعطاة ي ا 
(iı!‏ .)11( ,}1( ل تتحمی و وارسم فثة كل النقط × بحيث يكون اسعك فن انل ( ) مسا 
لواحد الصحيح 1. 


d(x, y۷) x ۷ . 2 ا‎ 
ER EEO el 
d(x, y)= |x —y | 


dx. y۷} X4 . 


d(x, y) = max {lx, = yıl. lx, — yal} 
dX, y) = max 1x E | ج‎ yl}. ا‎ 
| - N )َ EY 1 OOS 
d(x, y) = ّ 
J [< يو - )+ ر‎ [ E 
1 
| (x ¥ ۳ (x, . ۷) | 1f س د‎ 8 
d)x,y( = 
LL 
x =~ yo] + | | f XxX <y, 
417 
3] - y+ x, - ر‎ [ . f x >Oy, >0 
d(x, y) = ٤ 
E 
[( 3 e |. if Xx <Û0. g ¥, <Û 


_ أثبت تعميم التباينة المثلتية لحالة ٠‏ نقطة 


إذا كانت النقاط ٠×"‏ ..ء »> × ق الفضاء الترى × فإن: 
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2 الفضاء التوني الاقليدى Euclidean n-Space‏ 


نقدم في هذا البند فصلا من الفضاءات المترية يعمم الفضاء المألوف ثنائى البعد الوارد 
في المثال 13.1. وقد اشتق مصطلح الاقليدي من حقيقة أن الحالة ثنائية البعد هى أساس 
اهندسة الاقليدية المستوية. 
تعر يف 13.2, 


ترص أن لد مح مو جس مشت » وأن E"‏ نومر ا قك کل ا العددنة 
11 


0 1 د م‎ ٣ ETT 
بالصسغة‎ ٤ ×۴ نفرض ان ل هی الدالة العرفة عل‎ . × = Ks و‎ 
: aT 
Jx. y) = چ 2ا‎ ۷ | (1) 
ك‎ 
- وعندئذ تسمی ۴ بدالة البعد ك بالفضاء الاقليدى نونى البعده أو باختصار بالفضاء‎ 
. الاقلیدی‎ 0 


لاحظ أنه في حالة 1 = ١‏ یکون لدینا ۸ = ٤‏ وتصبح (1) على الصورة: 
إy‏ — d(x.y) = |x —y | = |x‏ 


وبذلك فإن ۴٤‏ هو عرد ۸| بدالة البعد المعتادة. 


ولکل 1 ...1 k=‏ يسمى العدد × بالاحدائى )ل ×. لاحظ أن الصفة «المترية» 
فد حدفت بعناية في تعريف الفضاء الاقليدي . ومع دلك فإن هدفنا الباشر هو التحقق من 
ان العلاقة (1) للتعريف 13.2 تعطى بالفعل ٤"‏ بدالة بعد مترية . ومن الواضح من (1) أن 
ا لحبرية المطولة للتحقق المباشر (الحذر التربيعى يسبب هذه الصعوية) . 


 )#(‏ (التتاليات الهائية). (المرجم) 
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ولذلك سنشت التباينة المثلثية بطرق ختلفةء إحداها تتجنب معظم الحسابات 
خرية. وف هذه الطريقة تستخدم صيغة المتسلسلات في متباينة كوش - بونياكوفسكي - 
سدارتز (انظر النطرية 7.10) . 
نظربة 13.1 : متباينة کوشي - بونیا کوقسکي - شوارتز . 


إذا کان کل من × و رفي '۴) فإن: 


1 1/2 1/2 
2 2 
2 Xx <] «| 2ا‎ ۷| 
k= | k= | 
: ال هان‎ 
(ا)0 حيث:‎ = A + B1 + €٥ درس ثلاثية الحدود التربيعية‎ 
a 4g B 2 2% sS 2 
عندئل‎ 
1 1 ج‎ 
e. 
0)0 = 2 (xit + 2x yt + y7) = iy > 0. 
ج‎ | kz j 


٠ا‏ أن (0)1 لا يمكن أن تكون سالبة أبدأء فلا يكن أن يكون ها أصفار (جذور) ختلفة» 
هكذا نحصل من العلاقة التربيعية المعروفة أن غميزها ٥‏ - 8 لا یکن أن یکون 
. وله العاأدلة التر عة اخأصة یکول < E Bُ —~ AC‏ للمتاينة : 


4Z xJ “4Z IIE 1<0 


Bias 


E E E 


لاحظ أن هذا الرهان هو فى الأساس نفس برهان النظرية 7.10 للصيغة التكاملية 
عمتبابنة . 


ننسحة (ه) 13.1: المتباينة المخلثية للفضاء ٤"‏ 
إذا کان کل من 4 ر.× نقطة فی ٤‏ فإن 
d(x, Zz) < d(x, y) + dy. 2).‏ 
349 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


أت المتماينة المتلثية ل " من النقاط : إذا كانت : 


( | 3 
۽ فان‎ ٣ ھی من النقط فى‎ x e 6 
T1 
| 1 
O > i ٠ اء‎ 
j =2 


هناك دالة بعك مترسة ری للفضاء "۴ تسمی SERE E‏ المتري (taxicab‏ 
metric)‏ : 

d(x. y) = 2 el 
. 13.1 أثبت أن "ل تحقق الخواص (11ا) و (1) و (1) من التعريف‎ 
یت آنه لأی ر .× فی ۴ یکون (.×)"ل > (ر ,)ل حیث یعرف ل کےا فی‎ 
کوین.-.‎ 
e (ارشاد: حالة 2 = کن أن‎ 


d(x, y) = d(x. x) + d(x. ¥) 


E . (x, ¥») حیت‎ 


Metric Space Topology طبولوجيا الفضاء المنرى‎ 3 


MN CINE CNL 


نظرية التقارب هذه في الفضاء المري على مفهوم البعد بين النقط . وللفضاءات الأكثر تجريدا 
ؤسس على مجموعة من «الفئات المفتوحة»» وقد لا يوجد هناك مفهوم للبعد ملازم لفكرة 
النهاية . وهنا نحن نأخذ التناول السابق ونستعين بدالة البعد المتري لنعرف «فئات مفتوحة» 
معينة هي تعميم للفترات المفتوحة في ۸| . وخلال هذا البند سنفرض أن × فضاء متري 
بدالة امعد ك . 
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تعر ب 13.3 : 
إذا كانت × نقطة فی × وکان ۲ عددا غر سالب فإن 
Moe‏ 
E X:dx.y) <r,‏ ر1 = N(x)‏ 
تسمى بالکرة المفتوحة دات نصف القطر ۲ حول ×. 
N(x) = fyeXx:d.y) sr}‏ 
تسمى بالكرة المغلقة ذات نصف القطر 1 حول ×. وجوار (ل00طإ0طااعاعم) × هو أية فة أ 
جزئية من × محتوي على كرة مفتوحة ما حول ×. ١‏ 
لاحظ أنه لأية نقطة »× من × تكون © = () × 
أي أن الكرة المفتوحة التي نصف قطرها يساوي صفرا تكسون خالية. وكذلك 
N(x} = xj‏ 4 سیت Ix‏ ترمر ِف اة و اه العنصر الق کول ر اة وأسحلة X‏ 
ال05 
إذا کان 8 = ۴ = × » فإنه لأی × من ۸ء و0 <۲ یکون: 
N()= (xr ¢ x+ r);‏ 
أي أن الكرة المفتوحة حول × هى فترة مفتوحة مركزها ×. وبالثل تكون الكرة المغلقة فترة 
ال 13.6 
اذا کان X = E‏ > فإنه لأی × من ۴ و0 >۲ يتكوؤن (×),۸ من كل النقط 
الراقعة داخل دائرة نصف قطرها ۲ ومركزها ×. والكرة المغلقة N.)»(‏ تتكرّن من تلك 
النقط الواقعة داخل أو على الدائرة. 
مثأال 13.7' 
إذا کان ۴ = × ٠‏ فإن الكرات المفتوحة والمغلقة هى كرات بالمعنى العادىء وتتكوّن 
الكرة المغلقة من كل النقط الواقعة داخحل أو على سطح كرة نصف قطرها ۲ ومركزها × » في 
حين تتكون الكرة المفتوحة فقط من النقط الواقعة داخل الكرة. 
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تعر بف 13.4 : 


نفرض أن 4 فئة جزئية من × تسمى النقطة م بنقطة نہاية ۸ (01۸1م ٤۳آا)‏ إدا كانت 
دل كرة مفتوحة حول م تحوي نقطة من ۸ تلف عن م نفسها. 


ا ا شکل (13.3) 


مثنال 13.8 : 


فی E‏ نفرض أن 4 هى الفثة N,)0(‏ . ونفرض أن ۷7“ 7( p=‏ ا 
نكون ص نقطة ناية للفئة ۸ء لأنه إذا كان (م),N‏ كرة مفتوحة اختيارية حول ص فإن 


,اء تحتوى نقطا داحل الكرة (۸)0 . على سيل الخال توجد النقطة 
V4 2)‏ 2 - 7( فی (م) ,۸ ۸ (0) ر۸ (انظر شکل 13.3). اخحتر 
التاينات للتحقق من ذلك . لاحظ أن م ليست في (0)ر١‏ وهكذا نرى أن النقطة بمكن إن 
نكون نقطة اية لفئة دون أن تكون عنصرا في هذه الفثة . 
منال 13.9 : 
فی ۴ نفرض أن ۸ هى الفثة إم) ل N)0(‏ حيث (2,0) = ص . عندئذ فإن م 
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ليست نقطة باية للفئة ۸ ؛ لأن الكرة (م)ر,۸ لا تحتوی على نقط من ۸ سرى م نفسها. 
وعلى الرغم من أن هذا التأكيد واضح في شكل 13.4 فإن برهانه ليس بالأمر السهل . ونشبته 
بالتناقض الاآتي : نفرض أنه نوجد نقطة رفي 4 ١‏ (ص)ر,۸ بحيث إن ص < ر. عندئذ 
فإن و يجب أن نکون في N,)0(‏ ؛ ولذا فإن 1 > (و» ۵)0 وأيضا فإن ر فى (م)ر,× 
ومن نم فإك < > (م .)ل ومن ثم فإن المتباينة المثلثية تعطينا: 


d(0, p) = d(0, y) + dy, p) 


1 
<1+— 
2 


ولكن استنادا لصيغة البعد فی ”ع فن : 


d(0, p) =2. 


وسا التناقض يعن عدم وجود مئل هذه النقطة وء ولذا فلا تحتوی )0(„ N‏ نقطا من 
۸ ختلفه عن م . 

وقد يبدو الشرط بأن تحتوي كل كرة حول ص نقطة من ۸ ختلفة عن ص مصطنعا بعض 
الثيء ولكنه ضروري لمعل هذا المفهوم لنقطة النهاية متفقا مع التعريف الوارد في الباب 
الثانيء والأهم» آنا نحتاج إلى هذا الشرط للتفريق بين خاصية الرجود «قريباً من الفغة ۸) 
(أي نقطة النهاية) وخاصية الوجود «ني الفثة ۸» (وهو عنصر فى الفتة) . 
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تعر بف 13.5 : 


تسمى الفثة 4 (في ×) مفتوحة إذا وجدت لكل نقطة × من 4 كرة مفتوحة حول × محتواة 
ي 4 

ی ا ر ن د ۸ رة کک جر ن ای أن بعض نقطها هی مراکز 
لکر ات مفتو حه ة حتواة ليا فى ۸. 

ومثل هذه النقط تسمى نقطة داخلية للفئة ۸ (١01م‏ إ0ااعاما)» وتسمى الفئة 
الكونة من كل هذه النقط الداخلية ب: داحل (۲٥ااماہا)‏ الفئة ۸ء ویرمز هابالرمز ۸° 
ومن الواضح أنه لأية فثة ۸ يكون ۸ € 4° . ومن الصحيح اشا آن ۸ تكون مفتوحة إذا 
«فقط إذا كانت ۸ د3 ۸ (أنظر تمرين 13.3.5). 

ومفهوح الفئة المفتوحة هو تعميم لفهوم الفترة المفتوحة ا . ومعظم أمثلة 
المغات المفتوحة نوقشت في التمارينء ولكننا هنا نذكر قليلا مغها. إن الكرة المفتوحة 

N )×(‏ هى فئة مفتوحة» وقد طلبَ برهان ذلك في تمرين 13.3.3 . وأيضاً × من الواضح 
ا ا لأا تحتوي على كرة حول كل نقطة. والفئة الخالية © مفتوحةء لأا لا تحتوي 
على أية نقط ينطبق عليها اختبار وجود النقطة الداخلية. 


تعر بف 13.6 : 

إن الفغة ۴ فى × مغلقة إذا كانت ۴ تحتوي كل نقط نہاياتها. 

يوجد مثال سهل للفئة المغلقة هي الفئة المغردة (وحيدة العنصر) (×) (اغ؛ 0ءاعماو)ء إذ 
ليس ها نقطة نهاية ‏ ولذا فلا يكن أن تفشل في احتواء أية من نقط نهاياتها. وك) نرى في 
رين 13.3.2 يمكن تعميم ذلك على أية فة نهائية . وكل الفراغ × هو فئة مغلقة لأنها 
التأكيد تحتوي على كل نقط باياتما . وبذلك فإن × مفتوحة ومغلقة على السواء. وبالمثل 
تنكون © مفتوحة ومغلقة . ونی ”۴ فإن هاتين الفئتين هما الوحيدتان اللتان تعتبران مفتوحتين 
ومغلقتين . وبرهان ذلك فى بند 13.4. وأيضا تجب ملاحظة وجرد فثات غير مغلقة وغير 
مفتوحة» كا فى الخال التالىء الذي يجري التحقق من تفاصيله في تمرين 13.3.6. 


متال 13.10 ' 


۳ % 2 ا‎ ۵ `: TT 
تتکون من‎ E فرص ال ۳ فثه جزتیه من‎ 
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عندئذ فإن 0 هى نقطة نهاية للفثة ۴ وما أن 0 لیست في ۴ نستنتج أن ۴ ليست مغلقةء 
ls‏ النقطة (0 .1) ليست نقطة داخلية للفثة ۴ء ومن ثم فإن ۴ ليست مفتوحة. 

إن النتيجة التالية (الواردة في النظرية 13.2) هى العلاقة الأساسية بين مفهومى الفغة 
المفتوحة والفئة المغلقة . ونرمز لكملة (۸۲ع”عام«هء) الفثة ۸ بالرمز ۸~ . وهى اخحتصار 
للرمز ۸ ~ × وھی کل النقط فی × التی لیست فى ۸. 


نظر ية 13.2 : 
الفثة ۸ مفترحة إدا وفقط إذا كانت مكملتها ۸ -~ مغلقة. 


الرهان: 
نفرض أن ۸ مفتوحة. لكى نين أن ۸ ~ مغلقةء نلاحظ أن أية نقطة × ليست فى ٠‏ 
۸ ~ هي في ۸. وحيث إن ۸ مفتوحة» فإنه توجد كرة (×),× حتواة كليا في 4. وبذلك | 
فإن (») ٩‏ لا تحتوي على نقط من ۸ء وبالتالي فإن » ليست نقطة نهاية للمكملة ٠‏ 
4~ وبذلك فإن ۸ ~ لا يكن إلا أن تحتوي على كل نقط ناياتما. 
وبالعكس فإذا كانت 4 غير مفتوحة» فإنها تحتوي على نقطة ما ر وهى ليست نقطة ٠‏ 
داحلية. ويذلك فكل كرة N(y)‏ لا کن أن تکون حتواة قي ۸؛ و لذا فإں کل N )y(‏ 
حتوى على نقطة من ه4 - . وبذلك فإن ر هى نقطة ناية للمكملة ۸~ وما أن رهی 
ی ۸ ولیست فی ۸  ~‏ نستنتح أن ۸ ~ ليست مغلقة. 

وريا تكون قيمة النظرية 13.2 تكمن في أنا تعطينا طريقة بديلة لاثبات أن فثة ما تكون 
مفتوحة (أو مغلقة) . ففي بعض الأحيان يكون من الأسهل العمل مع مكملة الفغة أكثر من 
الفئة نفسها. فعلى سبيل المنال نعلم مباشرة أن (») ~ × مفتوحة لأننانعلم أن الفقة | 
الممردة إ×) معلقة. 
نظر ية 13.3 : 

إن تقاطع عدد نہائي من الفئثات المفتوحة هو فئة مفتوحة. 
الرهان: 

سقرض أل A ٠... A‏ فكاأات مفتوحة) وأن × نققطة احتيارية ف 
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سد ¥ 4 OT TT‏ 6 8 
۸ [] = ۸ . عندئذ تكون × في كل فئة من الفئات المغتوحة ٠ ۸“... ٨64,‏ ولذ 
e‏ 
فلا k € n‏ يوجد نصف قطر مسوجب ,1 خت ن ET‏ ٍ تعرف 
r = min {r f... r j‏ عندئذ فلکل ۸ > » یکول 


NK) G N, (x) C A, C A. 

ومن ثم فان × في ۰۸ ومهذا نكون قد أثبتنا أن ۸ مفتوحة. 
نتيحة 13.3 : 

إن اتحاد عدد نہائي من الفئات اللغلقه هو فثه مغلقة. 
الرهان: 

نفرض أن کل من ۰۴ ...۰ ,۴ فئة مغلقة. من السهل التحقق من أن المعادلة الفثوية 
التالية تتحقق : 
F= [) (~E). (1)‏ | 

ومن النظرية 13.2 تكون كل من ,۴ ~ في الطرف الاين للمعادلة (1) فة مفتوحه. ومن 
نم وفقاً للنظرية 13.3 يكون تقاطعها وهو كل الطرف الأين للمعادلة (1)» فئة مفتوحة. 
من ثم فان ۴ ل E‏ 


ومن الضرورى في النظرية 13.3 ونتيجتها أن نقيد النطوق بعدد نهائي من الفقات. 


مشال 13.11 : 
ليس من الضرورى أن يكون اتحاد لانهائي من الفثات المغلقة فة مغلقة. فعلى سبيسل 
لنال» نفرض أن ,۴ هي الفغة الفردة المتكونة من نقطة واحدة (0ء 2 ) في ۴ . 
بالبعد بين هذه النقطة ونقطة الأصل 0 هو » ولذا ينتج أن 0 نقطة نهاية للفة 
U F‏ . ولکن 0 لیست فی ۴ ل O STE‏ 
k=‏ 
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ومن السها اعطاء مثال لعدد لانهائي من الفئات المفتوحة التي يكون a.‏ 


و ج . على یسل EE‏ نمرص )0( A, = Nr,‏ . من الواضح 


A, = {0)‏ 0 والفئة المفردة (0) ليست مفتوحة. 


نظر ية 13.4 : 
اتحاد أي تجمع من الفتات المفتوحة هو فئة مفتوحة. 
الرهان: 


نفرض أنه لكل م في فثة ما ۷ تكون ,۸ فئة مفتوحة. (تسمى الفغة ۷ «بالفة 
ألدليلية» «أعs «index‏ لتجمہ الفتات .({A, : EM}‏ 
نفرض أن × نقطة فى ل . عندئد تكون × تكون في فة واحدة عل الأقل من 
E MÎ‏ 


هذه الفثات ولتکن مشلا Ay‏ € × . وحیث ال A‏ مهت حه فا سه نو جید کرة N(x)‏ 


بحیٹ إن ,۸ لا ع ۸ ع («)۸ . ومن ثم فان ۸ ل هي فثة مفتوحة . 


LEM 
: 13.4 بتیحه‎ 
. يشكل تقاطم أي تجمع من الفثات المغلقة فثة مخلقة‎ 
الرهان:‎ 


الرهان مشاه لرهان لحه 13.3 ويرك کتمرین ررش 13.3.0( . 

وشښبعي الاأشارة على وجه الخصوص إلى حقيقة آنه يكن أن يكون جمع الفقات في 
النظرية 13.4 والنتيجة 13.4 كبيرة كرا ا وكحالة خاصة فإن التجمعات يكن أن 
تحتسري عددا' كبيرا من الفثات بحيث لا عكن وصفه كمتتالية لانمائية من الفغات (أنظر 
الملحق 8 لناقشة مثل هذه المثات عر القابلة للعد) . 

EE صف التجمسع‎ a CC وهدا‎ 

{a} _‏ لتجمع القئات لكنا نشير إلى متسالية من الفئات.› وبالتالى خحددنسا مناقشتنا 
وقص ناها عل التجمعات القارلة للعد. 
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تعر بف 13.7 : 


اذا کان × ۸ > فإ انغلاق (۵اںیه‌اء) ۸ ویرمز له بالرمز ۸ هو الفئة المتكونة من 
۵ النقط × بحيث تتقاطع كل الكرات المفتوحة حول × مع ۸. أي ان: 


4 = {xEX:N(ON#®,r >0 لکل‎ 


من الواضح أنه لكل فئة يكون 4۸ © 4. 


فى هذه التمارين تمثل ۸ فئة نقط في فضاء متري اختياري ×. 

| - أثيت أنه إذا كانت م نقطة نهاية للفئة هة فإن كل كرة مفتوحة (م),×۸ توي على 
عدد لانہائي من نقط ۸ . 

ثبت أنه إذا كانت ۸ فئة نهائيةء أي أن 4 تحتوي فقط عددا نئيا من النقطء فان ۸ 
ليس هما نقطة نهاية . 

¦ _ ثبت آنه لکل × فی × و0 <۲ تكون N,)×(‏ فة مقتوحه. 

4 أثرت أن ۸° هى أكر فئة جزئية مفتوحة للفغة ۸ء أي آنه إذا كانت 8 فة مفتوحة 
ا BCA‏ فان .B € A”‏ 


د _ أت أن ۸ مفتوحة إذا وفقط إذا كانت ۸ = ۸. 
إا ودم تمصاات برهان ا الواردين في مثال 13.10 . 
7 أت متساوية الفثات (1) المستخدمة في اثبات النتيجة 13.3. 


ت * || «e‏ . 
ل أ فاون اا 


IA 4= ۱ (~A) 
ا _ آثیت آنه بمكن كتابة ۸ كاتحاد لتجمع من الفثات المغلقة.‎ 
. 13.4 أت النتيحة‎ _ 100 
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11- بین أن انغلاق (۸,)0 فی ۴ هو (0) ×. 
e E‏ 2 

۶- فرص أن © فة جزئية من ۴ تتكون من كل النقط (ر×.») = × بحيث 
یون کل من × ,× أعدادا فياسية . ما هو وما هو )۲ 

ا تة 4مك 

4 اثبت أنه ۸ هي أصغر فئة مغلقة تحتوى ۸. أي آنه إذا كانت ۴ فثة مغلقة بحيث 
A CF ùli ACF dij‏ 

5 - اثیت آنه إذا کان ۸ يرمز إلى ففة كل نقط النهايات للفغة ۸ء فإن ,1 فة 
نلق 


6 ۔ آثبت: إذا كانت 1 معطاة کا في التمرين 15 فن ,]ل ۸= ۸. 


4 الترابط Connectedness‏ 
س 
ندرس في هذا البند ظاهرة الفشة التي لا يمكن أن تكون «منفصلة طبيعياً» إل فشن 
جزئيتين أو أكثر. ويوحي لنا غموض العبارة «منفصلة طبيعيا» بأنه ليس من السهل اعطاء 
تعريف دقيق للخاصية التي نريدها. وسنعرفها بالفعل بصياغة أولية عندما لا يكون للفئة 

eT 
۰13.8 تعر يش‎ 


الفئة 5 (فى الفضاء المتري ) غير مترابطة (d١۲١٥٣١٥ءزل)‏ إذا وجدت فثتان غر حاليتين 


ر و9 بحیث إل 


SONG O SNS, = 0 (1) 


إا م تكن 5 عير مترابطة » فإا تسمى بالترابطة ed(‏ اع 0ء). 
ونقول: إن الفئتين 8 ,4 منفصلتان (ا«iمزونك)‏ إذا كان ك = 48 . ومن لمهم 
أن نلاحظ أن الفتتن ر5 و ,5 في (1) محققان خاصية أقوى من كوني| منفصلتن . فلا عع 
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قط ألا تكون ,5 و 8 متويتين لأية نقط من الفئة الأخرى» بل بجحب أيضا ألا حتوي كل 
ىا على أية نقطة نهاية للفثة الأخرى. 
وهدا الط الإضاق هو الذى يعطي للتعر بف 13.8 قبمته ومعناه ؛ لأن أ فده حتوی 
2 نقطتین او أکثر يکن أن تكتب كاتحاد لفئتين جزئيتين منفصلتين (011زءال) غير خاليتين : 
إذا کان × فی 8 تأخذ × = ,؟ ‏ × - 8 = ر5 
«لكن كى) سنرى في النظرية التاليةء عندما نتعامل مع الفتات المفتوحة فإن الانقصال 
)disjointne5>!‏ یکون کافیا لاستنتاج أن اتحاد هذه الفتات غر مترابط (1ع†c (discon ne‏ . 


نظر يه 13.5 : 

الفئة 5 مترابطة (۵۵٤٤٤”ہہء)‏ إذا وفقط إذا لر توجد فئتان مفتوحتان منفصلتان 8 و A‏ 
بحیث یکول : 

.BNINS#O 9 ANSZ@ “ SCAUB 

الرهان: 

نفرض وجود الفثتین 8 و۸ ك) في نص النظرية ونفرض أن ۸05 4= ,58ء 
B5‏ = ر8 . من الواضح أن 5 و 8 غير خاليتين وأن 8 = رS‏ لا ,8 . نأخذ نقطة 
اجار کک عندثذ تكون × في الفثة المفتوحة ۸؛ ولذا فلعدد موجب ما ۲ يكون 
N)%( C4‏ . وبذلك فإن ® = 8 ۸ N))×(‏ ؛ لأن 8 و4 منفصلتان (0111زءا) . 
وھکذا ثم فإن 2 = N))( 0S,‏ .وهکذا ر؟#× » ومن ئم فإن 2 = ر؟ ۸ ,5 


الل فإن © = ر؟ ٩‏ ,؟ > ونستنتح أن 5 غير مترابطة . 


والآن تفرض أن XS‏ غر مترابطةء» وليكن رك؟لاإ؟S=S‏ 
SNS,=S NS =@g‏ . وحيث أل @ = S, NS,‏ فليس هناك أية نقطة من ,8 
تول نةطة نہاية للفتة ر5S‏ ولکل × ف ,5 لختار E E E N(x)‏ 
N(x) 0 S, = @‏ 

عندئد فإن (×)ر,N‏ ل = ۸ هي فئة مفتوحة لا تحتوي على أية نقط من ر8 

XES, 
(ويعتمد نصف القطر ا للكرة (×),۸ على ×» على الرغم من أن رموزنا لا تشير إلى ذلك).‎ 
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وبالشل يمكننا اختيار كرة (),۸ لكل لإفي ر8 تحقق © = $ 0 ۸)y(‏ ونعرّف 

B= J N.)‏ وهي فئة مفتوحة وفقا للنظرية 13.4. ويبقى علينا فقط أن نين أن 
yS»‏ 

8 و ۸ منفصاتان . نفرض أي ليسا كذلك. ونفرض أن م نقطة تنتمی إل کل من 8 و4. 

ومن تم فلبعض × من ,8 aE‏ 5 يکون: 


p € N(x) ١ Np) 


I 
d(x, y) 5 d(x, p) + d(p.y)S y F 


ومن تم فأما Nٍy( y E N(x)‏ € × ما يتناقضس مع إاخحشارنا لأحد علوي :1 أو r‏ 
على الترتيب, 


نظر ية 13.6 : 
إذا كانت $ مترابطة فإن 5S‏ مترابطة. 
الرهان: 
نفرض أن $ غير مترابطة» وأن 8 و 4 فتتان منفصالتان مفتوحتان كى] فى النظرية 
13.5 
SCAUB ; S NAZO gy, S NBZ#D.‏ 
وحیٹ إن 5 حتواة ی 8 لا 4 كا هو واضح»› فعلينا أن نبين فقط أن 2 #۶ ۸ 8۸ء 
۶ 8 0 5 . نفرض أن × نقطة في 4 ١‏ 5 . وحيث إن 4 مفتوحة فإنه توجد كرة حول 
× بحیث إل N(x) CA‏ . ولكن × أيضا فی 5S‏ ولذا فان N(x)‏ چب أن حتوى نقطلة 
ما ومن .8S‏ ولذلك فان .SNAZO@® iAMilily+ JEN{(PNSCSNA‏ 
وبالتل فإن ۶ * 8 ١‏ 5$ ولذا فمن النظرية 13.5 تكون $ غير مترابطة. 
وقي التأرين 13.4 نعرض بعض الأمثلة والخواص للفئات الترابطة والفقات غير المترابطة 
في الفضاء الاقلیدی ۴ والفضاء الاقلیدی ”£. 
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ارين 13.4 


منتدی افریقیا سات 


أثمت أنه إذا كانت 5S‏ فئة جزئية منتهية للفضاء المترى × فإن 5S‏ غر مترابطة. 

فی ۴ نفرض أن إم) لا (۸,)0 = 8 حيث (2,0) = م . بين أن $ غر 
مترابطة . 

أثبت: في الفضاء آالمتري الاختياري × إذا كان © < ي1 - 5S‏ فإن 5 غير مترابطة. 


نفرض ان ۾ ٤,‏ دالتان موجبتان بصرامة (وااءا۲؟) على بحيث يكون المنحنيان : 


GO, (x = E ج‎ f(x.) O, = 1 x E E ج چ و‎ E(x) } 


فغتین في ۴ . أثيت أن ر6 لا ,6 = S$‏ غير مترابطة. 

أعط مثالا (مع التوضيحات) لفثة مترابطة 8 فی ۳ تحتوي على نقطة واحدة بالضبط p‏ 
بحيث إن [ط) - 8S‏ غر مترابطة. 

نفرض أن 8S‏ فئة مترابطة في ۴ تحتوي النقطتين ر ,× بحيث إن ,و > × . أثبت أنه 
لای عدد م بحیث بکون X<Su<Y,‏ توجد النقطة 2z‏ في 5 بحيث إن E‏ 
أثبت أن 8 فثة جزئية مترابطة من نفسها. (استعن بنظرية قطع ديديكند تمرين 
4( . 

أثبت أنه إذا كانت 8 فة مترابطة في 8 فإن 5 تحقق «خحاصية القيمة الوسطى») 
التالية : إذا كان اط ,۾ عددينء فإن 5 محتوي كل عدد بين 0 ,ه. 


أثست أنه إذا كانت $ فئة جزئية مترابطة من 8 فإن 5S‏ فترة. 


أثبت صحة النص التالى أو عدم صحته: في ۴٠‏ يكون تقاطع الفئات المترابطة فة 
مترابطة . 


أثبت صحة النص التالي أو عدم صحته: في ۴ يكون تقاطع الفئات المترابطة فشة 
مترانطة . 


فرض أن ”© هو الفغة الحرثية من ٤‏ المتكونة من تلك النقط (ر× )x,‏ = × 
OE‏ بون عددا قياسيا. فهل © فئة مترابطة؟ 
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(Point Sequences) _ طall‎ تأıلlتتe‎ 15 


متتالية النقط هي دالة من الأعداد الصحيحة الموجبة إلى _ في الفضاء المترى ى أى هى 
متتالية حدودها النقط في ×. وحيث إن أمثلتنا الرئيسية على الفضاءات المترية هى الفضاءات 
الفوقية للإشارة إلى حدود متتاليات النقط ل“ »). 
تعر يف 13.9 : 


مو جب بوجد عدد × بحيث أل : 


.k>N jùناک طلا‎ «€ N,(p) 


ويرمز لدلك بالرمز lim x = p‏ 
وهدفا الأول هو تعيين الارتباط بين متتاليات النقط التقاربية ونقط نهايات الكرة المفتوحة 
نظرية 13.7: 
النقطة م نقطة نهاية لفئة النقط 4 إذا وفقط إذا كان هناك متتالية نقط غر متكررة فی ۸ 
تتقارب إلى ص . 
الرهان: 
أولا نفرض أن ص نقطة نهاية للفئة ۸. عندئذ نحتوي الكرة (م),۸ على نقطة × من ۸ 
E n‏ )1( 1 
تلف عن .p‏ فرض أن x E e r(2) = min { 2 d(x .p(}‏ من 
(م) ~4 في الكرة (م)رى, . ونستمر في هذه العمليةء وبعد ذلك نكون قد عَرّفنا 
ET N 2‏ 
× * ... ۸ . رص ألا 
: 
a, p)}‏ 


a. (k++) 
وجيت أل‎ . N+P) مر اة‎ A ~ {p} كنقطة مسن‎ X ونختار‎ 


1 
(k + 1) = min { aT 
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(k‏ ا 


= > ()ا » من الواضح أن =p‏ 
بنتح أنه لا توجد نقطتان “× مكررتان . ولاإثبات العكس نلاحظ ببساطة آنه إذا كانت ۸ 
توي متتالية نقط تقاربية إلى ص فإنه من الواضح من التعريف 13.9 أن كل كرة مفتوحة 
حول ص تحتوي عددا لانہائيا من نقط ۸ . 
لاحظ أنه من الضروري أن نشترط أن تكون متتالية النقط في النظرية 13.7 غير متكررة. على 
سبیل المثال التتالية الثابتة حيث م 0 بالتأكيد تقاربية الى مء ولكن الفتة المفردة (م) 
ليس ها م كنقطة نهاية . 

وني النظرية التالية نثبت ارتباطاً قويا بين متتاليات النقط التقاربية في "8 والمتتاليات 
العددية التقاربية وبالتحديد: أن تتقارب lL‏ يکافیء أن تكون كل متتالية من 
متتاليات الاحداثيات (العددية) تقاربية. 


r{(k) < d(x 0( وحيث أك‎ > Him, x 


نظر ية 13.8 : 

فی "8 تتقارب متتالية النقط }®{ إلى ص إذا وفقط إذا كانت: 
lim =p, i= 1.,0 (1)‏ لکل i‏ 
الرهان: 

نلاحظ فى البداية أن الحملة م = "٣نا‏ يكاىء 


: K 2 : 
۾ وت‎ d(x اذا وفقط ادا كانت :ع > (م‎ x N(p) OY limd (x, p) = 1 


ا 


٠ 


d(x, Pp} = -ض‎ × -P 
2 


من الواضح أن 0 = (م ,)4٣ا‏ تؤدي إلى (1). 
وبالعكس إذا تحققت (1) فإن المعادلة (2) والنظريتان 2.3 و 2.4 حول التركيبات الخرية 
لتتاليات الأعداد التقاربية تسمح لنا باستنتاح أن 0 = (م ,“»)4«نا. 
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تعر يف 13.10 : 

متتالية النقط _ ى[ “× هي متالية كوشي في الفضاء المتري × إذا كان لكل عدد 
وجب ع يوجد "× بحيث إل < < d(x ?, x™)‏ طالاأا كانت k> m >N‏ . من 
ت أن هذا التعريف ۳ ۳ متتالية كوشى العددية. 


العدديةء وهو ما ستقعله فى النظر ية التالة ' 


نظر ية 13.9 : 
e‏ تكون منتالية النقط متتالية كوشي إذا وفقط إذا تقاربت إلى نقطة فی "ع . 
البرهان: 
نفرض أن ى (*) هي متتالية کوشی. 
وما أن : 
| ]= ی 
e =1... (‏ | > 


ينتج لكل 14...٠١‏ =1 أن الاحداثيات أ وهي [*) تكن متتالية كوثى 
العددية. ومن النظرية 3.2 نعلم أن مشل هذه التتاليات تتقارب إلى نهابة في ۸ء ولتكن 
(MD‏ 5 
م = "أا . والآن تضمن لنا النظرية 13.8 أن متتالية النقط __ [“«) تتقارب 
p= {p, *...“p} di‏ في E‏ والعکس صحيح ا فضاء متری » ولذلك نقدمه ف 
النظرية التالية: 
نظر ية 13.10 : 
(OY e‏ 0 
أدا کات 8 1x‏ متتالة تقار ية ٤‏ إالمضاأء ری غا فإن 10 
متتالية کوشی . 
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الرهان : 
نفرض أن م = × ,”1ا ونفرض أن 0 < : . ونختار ۸ بحيث يكون: 


.k>N jناک‎ tلاط‎ ad, p( > (3) 


2 
وبذلك فعندما يكون كل من " kK,‏ أكر من N‏ نستعين بالمتباينة المثلثية والمتباينة (3) لنحصل 
على : 


d(x, x ™) ج‎ d(x, p) + d(p, x<) 


< 4 zZ@ 


aS 
2 2 
e (OI u. 4 

ومن ثم فان »)هي متتالية کوشي. 

وعند هذه النقطة قد يتساءل البعض «لادا لا د نثبت جزئي النظرية 13.9 لفضاء متري عام 
oe‏ الظرية 139 مثا عل نتيجة أك عمومية؟ والسيب يكمن في أنه ليتر 
الوضوع يكمن في أننا عندما نقول: کل کا کے کے مک سای یا ٢‏ تی 
وهو أن al‏ = المتتالية . إن نقطة الاي المطلوبة هذه هي ھی التي 
کن فضاء مترياً جديدا إزالة النقطة م من الفضاء المعطى : و 

Y = K~ {p}. 


والآن نفرض أن النقطة م كانت هي نهاية المتالية f}‏ الكرنة من النقط غر 
المساوية م. عندئذ فإن OF‏ هي متتالية في كلا الفضائين ۷ ,× وهي تتقارب 
ی × ولذا وفقاً للنظرية 13.10 هي متتالية كوشي في ×. ودالة البعد ل هي نفسها في × كا 
ې ۷ ؛ ولدا فان (sy‏ هي أيضا متتالية كوشي في ۷ . ولكن فى ۷ لأ توجد نقطة 
تتقارب إليها ٍ {x}‏ ؛ لأن م قد أزيلت ولأن نهايات المتتاليات وحيدة (انظر تمرين 
6٩‏ ) . وهذه الفكرة هي المبداً العام وراء المخالين التاليين. 


مشال 13.12 : 
نفرض أن × هى الكرة N,)0(‏ فی ۴ بدالة البعد الاقليدي المعتادة . ندرس في 
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ا ت 1 
N,)0(‏ متتالية تتقارب إلى نقطة على ادود مثله 0“ > ومن نم فان 
i + E) (kJ) _‏ ّ 1 
٠ = 1,0‏ ٭ ۳نا . عندئلٍ فان ل × هي متتالية کوشی فی × (تاماً کا فی 
۰ : ۰ 
۴)» ولکنه لا توجد ها نهاية في × ولذا فهى غر تقاريية فى ×. 
مثشال 13.13' 
نفرض أن "۵ فئة جزئية من ۴ تتكون من كل النقاط × حيث تكون إحداثياتما ٠» ٤... ٤×,‏ 
أعداد! قياسبة (قارن مع د 13.2( . والنة.طة (0...0› V7‏ )م ھی ى 
۵~ ۴ ولکن ل O OEE E E‏ 
lim, = 2‏ و )0<4...60< x = (r‏ > عندئد فإن م۲ = × ,”اا وبذلك 
e (k) ّ : "‏ بے : 1 
نکون 0 (x‏ متتالیة کوشی ولکہا لا تتقارب في "۵ . 
وی بند 13.6 تقایل بعض ا لخراص الي تؤدی إل تقارب متتاليات کوشی . ولكننا إلآن ٤‏ 
نثبت فقط إحدى الخواص التي تصدق لمتتاليات كوشى في كل الفضاءات الترية ٠‏ 


) MM 
| حتوي کل‎ N )»( إدا وجدت كرة‎ (bounded) ةaودۍ#ڑ‎ X 1x 38 المتتسالية‎ 
. من ألمتتالة‎ x نقطة‎ 


نظر ية 13.11 : 

ت . es (kK)‏ + ت 

إذا كانت ل( متتالية كوشى في × فإنها محدودة. 
الرهان: 


E‏ م (kk‏ ص 
نفرض أن ى[ *] هي متتالية كوشى ونطبتق التعريف 13.10 ب 1 = ٠‏ . وبذلك 
بوجد العدد ۸ بحيث يكون: 


k>m>N ù اllط‎ d(x, x™) <1 
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وكحالة خحاصةء إذا كان 1+ N‏ دص تصبح هذه الخاصية : 
.k>N jÎ lllطh‎ d(x, xP <1‏ 
لذا فكل النقط “× ل ×<« تقع فى الكرة (” )× . والآن نكر ببساطة نصف 
طر الكرة حتى تحتوي هي أيضاأً النقط N‏ الأولى من المتتالية . نعرّف 
f= 1 + max 1 d(x" ×» 4,6 dx, xD)‏ 


ذلك فال ٣‏ ھی عل الأقل ا بوحلة وأسحدة من اليعد ساں eT‏ ۽ لكل 
...1,2 = )م ولذا تحتوي N(x")‏ کل زقطة ب من لفط التتالية. 


ارين 13.5 


ار kK) a‏ م 
ي التمارين 5-1 تكون متتالية النقط ‏ _ ل ×] في ۴. عين ما إذا كانت تقاربية أم 


وإذا كانت تقاربية عين نهايتها. 


1 
2 _2 ×  ) ا 1 ھ‎ | 
k 2 k Kk 
1 1 
)۽‎ x) َ x = (  csin ak) 4 
2 
eT 1 e ) 
k 2k - [1 


0 | أن لپاية الال التقاربية ف إالمضاء المتري × وحيدة» اتات آنه ردا کات 


(Kk) (k) 


p= GG قان‎ lim, x = qd ¢ lim, x =p 


1 


2 = (ر ,)"ل .» اٹثست أن 
k= f‏ 


7 نفرض ان ۴٤‏ = × . وان ¥ x‏ 
({E", d*} i lim,x ® = p‏ 
إذا وفقط إذا كان .م = صتا لم)...٤1=1.‏ 
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8- نفرض أن × هي الفترة (0,1) في '۴» بدالةالبعدالمعتادة 
لر > ×| = (ر,×) . عن متتالية کوشی في × والتي لا تنقارب في ×. 


9- نفرض أن × فئة جزئية من ۴ تتكون من اتحاد الفترات المغلقة: 


عین متتالية کرشی فی × لا تتقارب فى ×. 


0 أثبت أنه في ”8 تكون التتالية ‏ _ “× محدودة إذا وفقط إذا كان كل من 


متتاليات الإحداثيات __() متتالية عددية محدودة. 


ا 
k=j‏ 


Completeness of E" E" Ja 136 


درسنا في الباب الثالث بالتفصيل علاقة المتتالية التقاربية بمتتاليات كوشى في . وحيث 
إن ۴ هو بالضبط الحالة أحادية البعد من "۴ء فمن المعقول أن نحدس أن نظرية الكال 
تتحقق في ٤"‏ کا فی 8 . وفی البداية نعرف کال ٤"‏ , 


تعر یف 13.12 : 
المضاء المترى × يسمی كاملا (eteاcomp)‏ إدا کانت کل متتالیة کوشی ف × تتقارتب إل 
ومصطلحات التعریف 13.12 یکون "ع فضاءٌ كاملا وفقاً للنظرية 13.9. وتعطى النظرية 
لتالية أربع من الخواص البديلة الى تکایء الکال فی "۴. وتعتر كل منها نتيجة هامة بتحد 
ذاتها» وتشكل هذه الخواص معا أهم أداة في التحليل . ومن السهل التعرف عليها مباشرة 
بوصفها التعمي ات متعددة الأبعاد للنظر يات الأربع الواردة في الباب الثالث. 


نظر ية 13.12 : 
كل من القولات الخمس التالية صحيحة وتكافیء كل ما الأخرى. 
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(1) 


(ı1) 


(iii) 


(1v) 


(۷) 


. کامل‎ E" 
)A} kl 6 Mو‎ 8۴ خحاصية هاین - بوریل . ذا کانت ۴ فة مغلقة وحدودة في‎ 
من الفئات الفتوحة الى محتوي امحادها ۴» فإنه يوجد تجمع جزئي هاي‎ a 


A eA 


4 
.4 (2) ° w(m) 


4 
(1) 


خحاصية بولتزانو - فبرشتراس : إذا كانت S$‏ فئة لااثية محدودة في 8 فإنه توجد ها 
نقطة نہاية فی "۴ . 

حاصية المتتالة إذا كانت “× متتالية نقط محدودة فى "ع فإ 
حا صة المتتالية المحدودة: ادا ا XxX‏ ا ب دو ده ف » فإاسة 
خحاصية التداخحل {Nested set property)‏ للفثات : 

OT‏ تتالنة م٠‏ الفتات غر الخالىة الغلقة المحدودة أ 

ادا كانت {FJ‏ متتالية من الفئات تار م وده ببجحيث أنه لکل 


: عندئد فان‎ , F 


الرهان: 


لاثبات تكافر هذه الخواص نثبت أن كلا من المقولات الأربع الأولى تؤدي إلى المقولة 
التالية لهاء وأن (۷) تؤدي إلى .)i(‏ وكا لاحظا أعلاه فإن )i(‏ قد أثبتت بالفعل بوصفها 
النظرية 13.9. ولذا فإن تكافؤ المقولات الخمس سيؤدي (يتضمن) إلى أا كلها صحيحة . 

وتتعلق المقولات (ء-ان) بالفات المحدودة. ومن المناسب أن نستخدم صورة أخحرى 
للمحدودية تكافىء التعريف 13.11. ونشرر إلى أن الفئة S‏ محدودة فی ٤‏ إذا وفقط إذا كانت 
حتواة في معب - ١‏ (مكعب نوني) : 


SCC = {xE€EE": xl sr,i=16...én} 
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ويطلب برهان هذا التأكيد في تمرين 13.6.1 . وحيت إن التضمين الأول يتطلب أ أكثر الراهين ' 
E‏ > فإنه من الفيد أن نتمعن الرسم في ۴ کا ھو موضح ف شکلل 13.5. 


lxe E2 ~r SX Xx, SF} C= {xgEN O Sx, Sr, >F Sx, SÛ | 


شکل (13.5) 


™ 
i 


() تؤدي إلى (): نفرض أن ۴ فثة مغلقة ومحدودة ونفرض أن 8 bh {A۸‏ 
ک: «عطاء مفتوح للفئة ۴» کا في (ا1). وحیٹ إن ۴ محدودة فأنه یوجد مکعب - ١‏ (نوني) 
٤‏ محتوي عل ۴. نفرض أن ۴ لا یکن أن تعطی بي عدد نائي من ال 4 . وبتجزنه ٤C.‏ 
إلى 2 من الكعبات النونية بتنصيف كل فترة من الفترات الاحداثية ل ,€. أي أن الاحدائى 
¡ للنقطة × في أحدى المكعبات TEC‏ إل إا“ 0] اول eT r:“0[‏ 
[=r r}‏ 


وإذا كان من لمكن تخطية تلك الأجزاء من ۴ والقي تقع في كل واحد من ال "2 مكعب 
نوي بعدد کبیر حدود من ال , ھب لظل عندئذ اتحاد کل هذه A, 8i‏ عددا نهائياً وسيغطي 

.ذلك فإن أحد هذه ا2 من الكمات - 0 چب أن يحوي على فة جزئية من ۴ لإ 
یکن أن ن تغطى بي عدد نڄاٿي من ال ۸. 

ونسمي هذا المكعب ر٣‏ . والآن نجزىء ر٣‏ إلى "2 من المكعبات - ١‏ ونعيد الكرّة مرات 
عديدة لانائية . في النتيجة نحصل على متتالية من -١‏ مكعبات بحيث يكون CCC,‏ 


۲ 


والاحداثي أ لكل نقطة في ٥»‏ مقيدا بفترة طوها ‏ ل . نختار متتالة نط 


pk ~2 


(k) 
عندئذ تكون متتالية الاحداثيات ¡ متتالية‎ . FAC, بحیث یکون ' * ى‎ (x 1 
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u Wl Er 1 ٠ 
هي متتالية‎ 1x وشي العددية» تما يؤدي کك)| ي نظريي 9 و 13.8 إلى أن م‎ 
(k) 


شى . وبفرض صحة (1) نستنتح أنه توجد نقطة ص بحيث إن مص = جنا . وحيث إن 
نل × فی ۴ و۴ مغلقة نجد أن ۴> ص . وبذلك تكون م في إحدى ال ,۸ . ولتکن 
ا A۸‏ € م . ولکن ہ۸ مفتوحة ولذا فلبعض '۲ یکون ھ4 ے (م),۸ € ص ممايعني 
(م)N‏ تحتوي كل المكعبات النونية ٥,‏ في] عدا عددأ محدودا منها. ولكن ذلك يعني 
اى نقط ۴ فى كل هذه ال ٥‏ تكون متواة في احدى الفغات المفتوحة وهي بالذات ۸ء 
هذا يتناقض مع اختیار ,° . 

(¡) تؤدى إلى (اة) : نفرض أن S‏ فئة محدودة وليست ذات نقطة ائية (سنشبت أن 8 يجب 
أن تكون نهائية ما يثبت (نة) .) نفرض أن ١‏ كرة مغلقة (وحدودة) تحتوي على 5» وحيث 
انه لا توجد نقطة فى N‏ تكون نقطة نهاية ل 8 فإنه يمكننا أن نختار كرة (م)ري٨۸‏ لكل م في 
۸ بحيث إن (م) ,۸ لا تحتوي على نقط من 8 ربا فيم| عدا ص نفسها. والآن فإن 

N, (P)‏ ل {N,,,(P) :pES} ilil N C‏ هو تجمع («0اءe‌ااەء)‏ من 

pe: 

الفئات المفتوحة التي بحتوي اتحادها على N‏ . وبذلك فمن (أة) نستنتج أنه يوجد تجمع 
جزئي نهائي من هذه الكرات تخطى ١"‏ . ولكن هذا التجمع الجزئي يجب أيضاً أن يغطي 
١‏ (لأن × € S؟)»‏ وما أن كل كرة تحتوي على الأكثر نقطة واحدة من 8» نستنتح أن $ 
هائية . 

(ة) تؤدى إلى (1۷): نفرض أن {x}‏ متتالية نقط محدودة وأن 8 مدى هذه 
المتالىة ء آي أن {p € FE": p = x}‏ = 8 وذلك لبعض .K‏ 

وإذا كانت $ فئة نهائية فإن نقطة واحدة على الأقل من نقطها يجب أن تظهر عدداً لانمائيا 
من المرات كحد فى المتتاليقى وني هذه الحالة يكون ل ى (®») متالية جزئية ثابتة . إذا 
کان ل 8S‏ عدد لاہائى من النقط فإن (1) تؤدي إلى أن 5 نما نقطة اية» وفي نظرية 13.7 
بنا كيف تُكرّن متتالية في 8 تقاربية إلى نقطة النهاية هذه. 


ا 


(1۷) تؤدي إلى (۷): نقفرض أن {Fi}‏ متتالية من فثات متداخحلة (لعاءء.) مغلقة 
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حدودة كما في فرضية (). ولل نختار نقطة × في ,۴ . وكل نقطة من هذه النقط ٠‏ 

جرا ,۳« ولذا فإك , (xa‏ متتاليسة تحدودة. ومن (۷ا) يحون للمتتالية : 

) متتالية جزئية تقاربية نرمز لنهاياتها هنا با حرف ص.‎ ( u 

ونرى أن خاصية التداخحل للفثات تضمن أن تحتوي کل ,۴ على النقط “× رما في عدا 

عدد محدود من هذه النقط. وبذلك فلكل » توجد متتالية من التقط في ۴ تقاربية إلى م. ٠‏ 

وحيث إنها فثات مغلقة» فان ص يجب أن تنتمي إلى کل ۴. ومن ثم فإن ,۴ [ ) تحتوي م 
k= |‏ 


ومن نم فالتقاطع غير حال . 


() تؤدي إلى (): نفرض أن ,ر × متتالية كوشي ولکل "» عرف ,۴ ليكون ٠‏ 
انغلاق (عإاوه‌اع) فثة الط k2 mn}‏ 1 . ويذلك فإن [ ۴) هی متتالیة Sm‏ 
من فقات مخلقة . e‏ للنظرية 13.11 تكون fg‏ محدودة وبالتالٍ ) 
ذد ودة. ووفقاً ل (۷) توجد نقطة ص منتمية إلى كل فئة من ۴ . تفرص أن (م) × أية كرة 


حول » ونختار عدداً ۸ بحيث إن ۸ < k < n‏ تۇدى إلى أن < dx, x")‏ . 


وحيث إن ص في ,۴ الذي يكون انغلاقا للمتتالية اخرثية (x)‏ فانه توجد نقطة ما "× 
حیٹ ۸ <" بحیٹ تکون ”× في (م)ر,× . والآن إذا كان × < ) فإن. 


(kj 


(ص a)",‏ + )× ,»)ل > (م û),‏ 


ع ن ل < 


a 
2 


ومن تم فان lim, x = p‏ 
وعند فحص برهان النظرية 13.12 نجد أن علاقة البعد الاقليدى قد استخدمت فقط 
في ابات أن () تؤدي إلى (1). وبذدلك نستنتح أن التضمينات الأربعة الأخحرى تتحفق لأى 
فضاء متري . وبالطبع فإن حقيقة أن كل المقولات الخمس صحيحة في "۴ تعتمد تماما على 

عللاقة السعكد. وفد احتجنا إلى دلك لاإثبات النظرية 13.9 الق أعطتنا صحة () . 
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واستیخدام علاقة البعد لإثبات أن () تؤدي إلى (ن) أمر دقيقق للغاية» فهو متضمن في 
سنب تعريفات المحدودية والمكعبات - ١‏ (النونية) التي استخدمناها. وليس من الضروري 
اسة "8 أن نورد مناقشة كاملة للظروف التي يؤدي فيها الكمال إلى خحاصية هاين -بوريل؛ 
١ا‏ فلن نحاول ذلك هنا. ومع ذلك نورد نقاشاً ختصرا لفضاءين متريين لا يحققان خاصية 
هبن - بوريل . الأول هو الفضاء الوارد فى المغال 13.4. 


ملأل 13.14 ' 


غرض أن × فة لانهائية وتعرف 4 بالعلاقة : 


۾ تیا ار کل نقطة من × یمکن کتابتھا کا یی : AF SNS),‏ 


نرى أن كل فئة مفردة هي فئة مفتوحة في ×. وأيضاً («×)ر۸ = × لأي ×6 × ولذا 
ون × سحدودة. وبالتالي فإن × هي فثة مغلقة عحدودة و (×ا ل غ اء مفتوح XK‏ 
حيث من الواضح أنه لا كن أن يؤول إلى عدد حدود من الفئات المفتوحة. والآن نؤكد أن 
١‏ كاملة؛ لأنه ليس من الصعب أن نيين أنه إذا كانت . )x»©‏ متتالية کوشی» فإنه 
جحد عدد ۸ بحيث إن ”× = “× حینا يکون × < kK‏ (تمرين 13.6.3) . وبذلك فإن 


(N)‏ ا 


lim, x“ = ¥‏ > ومن ثم فإن × كاملة ورغم ذلك فلا تتحقق خاصية هاين بوریل . 

وليس من العسرر إعطاء مثال على فضاء متري تكون فيه كل المقولات الخمس خطا (غر 
تحققة) . وبدلا من تغير علاقة البعد يكون من الأسهل تغيبر فئة النقط بإزالة نقطة منها. 
مثال 13.15 : 

نفرض أن × ترمز إلى (ص) ~ ۴٤‏ مكملة الفئة المفضردة () » ونفرضص أن البعد بين 
القط فى × هو نفسه البعد الاقليدي كما في "8 . والآن إذا كانت _ “× متتالية 
ET k n + »‏ 1 > : 
غاربية إلى ص في "۴ و م < “× فإها تظل متتالية كوشي في ×. 
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ولكن بجا أنه لا توجد نقطة رفي >) تتقارب إليها فإن المتتالة 0 x‏ ترس 
فی ×. ولذا فإن × ليست كاملة. وحيث إن الكمال متضمن في المقولات الأربعع الأخرى» 
نستنتج أن المقولات الخمس خاطئة (لا تتحقق). 


ارين 86 
آے ا أن ۸ فئة محدودة فى "ع إذا وفقط إذا وجد مكعب ‏ 1 بحتوى A‏ 
2- أثبت أنه في الفضاء المترى الوارد في المثال 13.14 كل فئة جزئية من × تكون مغلقة. 
3 ات انون الفا المتري الوارد في المغال 4 كل متتالية كوشي هي في النهاية 


(k)} 


نابتة : أي يوجد ذلك العدد ۸ بحيث أن × k> N |e‏ 


4- أعط مشا لتتالية - من الفغات المتداخلة فى ع - حدودة غير خالية وذات تقاطع 
خالي. (لا كن بالطبع أن تكون الفئات مغلقة» أنظر النظرية 13.12). 

5 أعط مثالا لتتالية في ع من قات متداخلة غير خالية ومغلقة ذات تقاطم خالي. 

6 أعط مثالا ني فضاء متري عام × من النوع المطلوب فى رين 5. 

7- إذا كانت 8 فة لا محدودة في الفضاء المترى ج بین أن 8 لا کن أن تکون ها 
خاصية هاين -بوريل» ٠‏ أي كون تجمعا 4 من فئات مفتوحة تغطي $ بحيث لا يفطي 
آي تجمع جزئي نهائي من 4 الفئة 5. 

8 أثبت أنه لفضاء متري اختياري إذا كانت الفئة 8 غير مغلقة فلا يكن أن تكرن فى 
خاصية هاین ۔ بوریل (انظر تمرین 7). 
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7 الفثات الح ئية الكثيفة للفضاء ٤"‏ 


(Dense Subsets of E") 


بعتمد هذا البند اعتادا كبيرأ على مفهوم الفثات القابلة للعد (اءء eاطة٤«سه٣)‏ التي 
تناقش فى الملحق 8. 

ومن المفيد مراجعة هذا الموضوع قبل الشروع في دراسة هذا البند. 
تعر یف 13.13 : 

تسمی فغة النقط 0 كثيفة (عء«ءل) في الفضاء المتري × إدا كانت كل كرة مفتوحة في × 
تحتوې نقطة من [ . 

وكأمثلة نعود فوراً إلى "۴ (انظر أيضا تمارين 13.7.3-13.7.1). 
مثال 13.16 : 

نفرض أن "@ هى الفئة الحزئية من "ع المتكونة من تلك النقط 4 بحيث تكون إحداثياتها 
۾ أعداداً قياسية . عندئذ تكون "© فئة جزئية من E"‏ قابلة للعد وكثيفة . وحقيقة كون "© 
قابلة للعد يمكن استنتاجها من قابلية عد © فة الأعداد القياسية (انظر نظرية 81 في الملحق 
۴8). ولكي نبين أن ”@ كثيفة ني "۴ فإننا نفرض أن («)ري.× أية كرة ونستعين بكثافة 0 


فى ۸ لاختيار الأعداد القياسية ٩, “٠... ٩,‏ . بحيث يكون: 


Ê 1 
IP; 7 ql < gs l=1¢...¢n) 


a, 9= [> le =a) =[n( =) =e 


وبذلك فإن النقطة ي هي في (م)× ۸ "۵ 
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نظر ية 13.13 : 


TE‏ جع (Collection)‏ قابل للعدد ‏ من الكرات الفتوحة في "8» بحيث يمكن 


الرهان: 


نفرض أن 3 هي تجمع من الکرات یتکون من کل الکرات (۸)4 بحیث یکون ۲ عددا 
قياسياء وه قي @. ولفة مفتوحة معطاة ۸» ندرس التجمع الحزثي ,# المتكون من 
تلك ا خی ان N (q) CA‏ . وسن الواضصح آن اتحادها حتسوی ف A‏ ویکون 
التجمع قابلا للعد؛ لأن كلا من © و @ قابل للعد. وبذلك يتبقی فقط أن نبين أن ۸ 
محتواة فى احاد هذا التجمع . إدا كانت × نقطة فى المة المفتوحة ۸ء عندئذ فهناك كرة حول 
× بنصف قطر قیاسی r )rationa(‏ بحیث إن N(x) C A‏ . 

وحیت إل لا کثيفة» فإنه توجد نقطة ٩‏ فى (×)ررN‏ . عندئد تکون × ف (4)رN»‏ 
ویکون N4)‏ ف ل ؛ لان حتوی في (×) × التي تق ی ۸ 


وهذا التأكيد الأخر يمكن التحقق منه بملاحظة آنه إذا كان رفي (ه)رN‏ فإن 
1 8 
d(x, y) 5 d(x, q) + dq.) < 7F FT‏ 
ود بينا أن نقطة اختيارية × في ۸ محتواة في كرة ما من ,8 ؛ ولذا فإن ۸ عتواة فى اتحاد 
کل الکرات ف 4 


ونختتم هدا الباب بنظرية على جانب كير من العمومية تجمع بين مفاهيم الفثات المفتوحة 
والكشهة القارلة ألعد. و کب ا نشار شل النظرية تخا صسة هاین - بوریل ؛ ال کاڈ منہے| 


نظر ية 13.14 خlصa Lebesgue Property zıl‏ : 
اذا ا٠ lٍ 1 ۴ ۳ ET‏ ` س ۴ 8 ۳ 
إدا كانت 0 أيه فئة فی ٤و (A a‏ جمعا من الفئات الفتوحة الق محتوی امحادها 
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TEE 


سن 5 فإنه يوجد تجمع جزئي قابل للعد ,4 يحتوي اتحاده على 12. 

الرهان: 

| م 1 ب 

وفقاً لنظرية 13.13 يكن كتابة كل من الفئات المفتوحة ,۸ كاتحاد لكل الكرات حول 

عط "۵ الى تكکون ذات أتصاف أقطار قياسية وتكون عحتواة في ,4. وليكن 

U N‏ ج وکل نقطة × في ٥‏ هي في e‏ مأ» التي تشكل فة جزثيه من 
j‏ 

A‏ ولکل کرة N‏ تختسار إحدی A,‏ الق عتوی N‏ ونا A‏ والتجمح 

۰ ت . Ê‏ 4 + سه li.‏ 
لحزئی لکل مثل هذه الفتات A‏ قایل للعد لأنه يوحد (على الاك فته واحدة A‏ 


بے 


كل ۸ . وأيضاً يكون اتحاد هذه التجمعات الجزئية حت ويا اتحاد ال ١»‏ الذي 
عتوي في آخر المطاف على 0. ومن ثم فهناك مجمع جزئي من {A a‏ قابال للعد 


حتوی اگیادہ عل «1, 


لاحظ أن فرضيات النظرية 13.14 لا تضع أية قيود على الفثة 0 . وهنا تكمن قوة 
«عمومية هذه النتيجة» فهى تطبق على أية فئة جزئية 2 من ٤‏ . وإذا أعطي بالإضافة أن 5 


E‏ وشحدودة فإن اأ جم الجزئي الناتح من حاصبهة ليبح( کک أن بتحول اف جمع 
جزئي نهاڻي ج بیقی ا ماده سحتو يا عل DD‏ 


ارين 13.7 


ا أثبت أن ٥‏ كثيفة فی ۴٤‏ » حيث 
D={x€EE":x E R~Q <“i=1%... tn}.‏ 


D = {xEE”:x € Q4, € R~Q}. 


(#) لييح (هنري ليون) (1941-1875) عام رياصيات فرسي . (ملاحظة المترجم) 
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3 أثبت أن 2 كثيفة فى اللكعب ۔ 2 


C= {xeEP:-1<xyx <1}, 


D= {xe C:x eQ}. 
اثىت: إدا كانت 0 فئة نقط غير قابلة للعد في "۴ , فإن © ها نقطة نهاية فی "ع‎ 4 
. (ملاحظة : هذا التأكيد مجحب مقارنته بخاصية بولتزاننو فبرشتراس - النظرية‎ 
٠ (ا) . وهنا لا يلزم أن تكون  مدودةء ورغم ذلك نضمن وجود نقطة نهاية‎ 2 
ل 0 ببساطة؛ لأنه يوجد هما عناصر كثرة جدأ).‎ 
د أثيت : إذا كانت 0 فئة نقط غير قابلة للعد فی "8 , فإن 0 تحتوى احدى نقط‎ 
. غهاياتها‎ 
أثبت أنه إذا كانت 0 فئة نقط غير قابلة للعد في "8 . فإن كل نقط 5 في) عدا عدد‎ 6 
. 5 حدود من نفطها تکون نقط نابات ل‎ 
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فصل الرايع تر 


14 


التحويلات المتصلة 


Continuous Transformations 


14.1 التحويلات والدواإل 


(Transformation and functions) 


درسنا في الفصل الرابع الدوال المتصلة من ٤‏ إلى ۴ . وفي هذا الفصلء ولكي نتفادى 
gÎ Transformation‏ راسم عmappin‏ للاشارة إلى دالة نطاقها فضاء مترى metric S°Pa4C€‏ 
ومداها اما ۴ (1 < ۳) أو فضاء متري أكثر عمومية. 

وندرس في حالات عدة أكتر من فضاء (فراغ) اقليدي بالأسلوب نفسه»ء هذا السبب فإننا 
جالعك ادىن ° بالرمز ,ك وف ”۴ بالرمز ل ... والخ. 
تعر بف 14.1 : 

إذا کان ۲ تحویلا من نطاق ٥‏ في "ع إلى "۴ . فإن 1 متصل عند النقطة م في نطاقه 


(1 شر ط آنه إذا کان 0 < ۽ فاإنه يوجد عدد موجب 8 حیث إن : 


T(x) € N, (T(p)) | Jaj xEN, (PP ND (i1) 
: أن‎ 
.d„, 1€, )مp()‎ >>: يدي إلى‎ dx. p( >8 و‎ xD e 


دا کان ۲ متصلا عند كل نقطة من نقط 2. فإننا نقول بأن 1 متصل على 5 . 
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المنحني هو أداة مألوفة لتوضيح الدالة من ۴ إلى '۴. كذلك تيل الدالة من ”ع 
E‏ على السطح في فضاء الأبعاد الشلاثة يكن ملاحظته في التفاضل المتعدد التغر. ١‏ 
التاي بساعد ي توضیح رموزنا ومصطلحاتا إلخحاصرة. 


٠14.1 مثال‎ 


الدالة ۴ على £ والمعطاة: 


پد 


f(x) = f(x, x,) = x 
| E ثل کسطح في الفراع ثلائى الأبعاد مخروط رأسه عند نقطة الأصل . (ارسم‎ 
لفهمه اجس‎ 
اتصالية 1 تتحقق بسهولة وذلك بملاحظة أن (0,×)رك = («×)؟ ومن ذلك فإن:‎ 
d (fx), f(p)| = fx) = fp) 
= |d(x. 0) = d(p. 0| < d(x. Pp) 
. ۴ وذلك بواسطة المتباينة المثلثية . إذن تعريف الاتصال يتحقق عند كل نقطة ص من‎ 


لاحظ أن التعريف 14.1 لا بجتاج إلى تحويلاتِ مشروطة على "ع ۴. السطر (1/أ) يعط ٠‏ 
معن اما حیق لرواسم (mappings)‏ تطاقها {X, d}‏ ومذدأها ٤ ET d}‏ له الحالة 
بالطبع» فإن (1 ب) يستبدل بالآتي : 


d(T) ‘T(p)})<e dJ يؤدى‎ d(x,p)<% 3g x€D @ 9 


إن إحدي الطرق لانتاح أمثلة حول الرواسم هو استعال الفئة نفسها من النقط لكل من 
Yex‏ ومن ثم اعطاء كل من) دالة بعد تختلف الواحدة عن الأخحرى. 


مشال 14.2‘ 


2 8 ر ف 
إذا كانت ۴ = × مع دالة البعد المعتادة رل وإذا كانت ”ع = ۷ مع دالة 
التاكسيكاب الترية ءامص طهع »و٣‏ التالية : 


OT x 5 ۷ u x أ۷‎ 
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E e py OSE ET‏ ل د ا ي 


× فط ×. فإن كان 0< : معطى» نختار ج =ة )›فإنهلأآي ص في‎ 
: (م ,×)رك يودي إلى‎ > ٥ 
dT(x), T(p)) = TO). T(p), + TO), س‎ T(p), 
= |× - ارم - ×| + م‎ 
= [x - pJ + [lx - pl 
< [lx = p, l7 + |x — pl J 


12 “د 


[|x . Pl u x 


= d(x, p) + d(x, p) 


< 28 


ادن ۲آ متصل عند م۲. 

إحدى أغرب اللنتائح للتعريف 14.1 تظهر عند النقطة في جال الراسم التي لا تكون نقطة 
نہاية للنطاق . مثل هده النقطة تسمى بالنقطة المعزولة امم dعa1ادء]‏ للنطاق . والخحقيقة 
الغريبة هى أن الراسم يكون دائ متصلا عند مثل هذه النقطة . لتوضيح دلك إدا كانت م 
نقطة معزولة في النطاق 0 للراسم 1 فإانه توحد کرة (م)ےN×‏ لا تحتوي على أي نقطة أخرى 
من (1. باستخدام ذلك في Re )١1(‏ اة طة الوحيدة × والتى ححقق x € N.(p)‏ 
, EDںx‏ هى النقطة م وكذلك مع x m~ p‏ فإن الاستنتاح (1أ) صحيح لأي 0< £ 
ادن 1 متصل عند م. 

إن الطاهرة التي نوقشت في الفقرة السابقة يمكن أن ترى في حالة متطرفة وذلك بأخذ 
طاق مرن كلا من قط معولة. عل مشل هذا النطاق يكون أي راسم متصلا عند كل 
مشال 14.3: 

لنفرض أن X= {xE€EE:x ‘x EH}‏ ولنفرض أن رل هي دالة البعد الاقليدية 
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المعروفة . تكون كل فثة من × نقطة معزولة؛ لأن () = (م)ر,N‏ لکل م فی ×. الآن 


, إذا کان × زوجيا CN‏ 
T(x) =‏ 


a :‏ 1 
; إدا کان ,× فرديا ا sin‏ 


إذن حتى هذا الراسم متصل عند كل نقطة فى ×. 


ماریسن 14.1 


e f(%) = |x, — x دالة على ۴ معطاة كالآن:‎ ٤ لنفرض ان‎ 1 
E 

2 لنفرض أن ؟ دالة على ۴ معطاة كالآني: Ela f(x) = x,‏ 
e‏ ل 

3 لنفرض أن ٦‏ تحویل من E‏ إلى ۴ معطی کالآتي: (ر× ,,×) = (٭)1 . بین أن 
1 متصل على E‏ 

4 لفرض آن ۲ تحویل من "۴ إلى "۴ معطى کالآي: 

. T(x) = (3x, 3K, ..., 3% ) 


5- لنفرض آن ('۷,4) “ (رل ,×) فضاءين (فراغين) متريين ك) فى المغال 14.2 


ولنفرض آن ۲ راسم من ۷ إلى × معطى ب TK) = x‏ « ن أن 7 متصل غلل 
1 


6 عرف 0<( - ,) (× + »):۴ €×) = 2 ولنفرض أن 1 تحویل من ٥‏ 


إل ,۴ معطی ہ: 
T()= V (x + (O) (x, =D <‏ 
ین أن ۲ متصل عند 0. 
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7۔ إذا أعطیت (0,×)رل = ٤)‏ لکل × فی (0) ~ ۴ فعرّف (۴)0 بحیث تکون 
متصلة عند 0. 


8 لنفرض أن 1 راسم متصل من ك .×) إلى ('۵ ,۲) ولنفرض أن ٠'‏ راسم متصل 
0 ل 2 . برقن ان الراسم التراكبي )composite(‏ والمعطی 
د (()۲)۳ راسم من (ه .×) إلى ”0 .)Z,‏ 


0 برهن أنه إذا کان ۲ تحويلا من ×{ إلى "ل .۷]) متصل عند م فإنه لکل 
Û0‏ < ع يوحد عدد 0 < 8 حي إل: 


.x,Y ENyg(P) ijii ll dfx), f(y) < e 


Criteria for continuity لJlصتٿٺl معار‎ 14.2 


نرهن فى هذا البند نظريتين يكن باستخدامه) تحديد ما إذا كان التحويل المعحطى متصل 
أم لا . أولى هاتين النتيجتين تطبق على التحويل المعرف على فئة مفتوحة . .إذا كان نطاق 
التحويل المعطى فثة غير مفتوحة فإن هذه النظرية تظل صالحة لتحديد ما إذا كان هذا 
الصطلحات والرموز. 
تعر يف 14.2 : 

لنفرض أن 1 تحويل من الفضاء المتري × إلى الفضاء المتري ۲. إذا كانت ۷ 4€ 
فإن الصورة العكسية للفغة ۸ تحت تأثر الراسم ۲ هي الفئة التالية التي نرمز ها ب: 

THA]= {xeX:T(QO EA}. 
چ + غ ]2 ت‎ 4 

الطريقة السهلة لوصف الصورة العكسية [4] 1 هي أنها فثة كل النقط التی صورت 
بالراسم (بالا قتران) اف A‏ بواسطة 1 
متال 14.4 : 


إذا کان آ تويلا من ”ع إل ع معرفا ب: (ر× ,4 - ٣)( = )x,‏ 
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والفثه ۸ هي العتة )0( N‏ 4 فان : 


Tx, - N (p) 


حيث (4,0) = م ؛ لأن وظيفة ٣‏ هي بكل بساطة إزاحة كل نقطة أربع وحدات إلى 
اليسار (انظر الشكل 14.1). 


النظر ية 14.1 : 
إذا کان ۲ تويلا من الفضاء المتري × إلى ال لفضاء المترى ۷+ TS‏ 
الفتوحة 2 في × إدا كان وفقط إذا كان لكل فة مفتوحة ۸ فى ۷ تكون [4] ٣آ‏ فة 
الرهان: 
أولا نفرض أن 1 متصل عل 0 ولنفرض أن ۸ أي فة مفتوحة في ۲. إذا كان 
© = [۸] ۲ فإما فئة مفتوحة. وإذا كان © < [4]' ١‏ فإنه توجد على الأقل نقطة 
T(p) € A e‏ لا بد أن نبرهن على أن م نقطة داخلية للفشة 
[4] ۲ . با أن ۸ فثة مفتوحة فإنه توجد كرة ((م)),۸ محتواة كليا فى ۸. واستنادا 
ا الاتصال بو حل رة Nap)‏ تحيث أنه إدا کأن x E Ny,{p) 0 D‏ ُ فان : 


(PNDCTIA] iij . TOEN,(T(pJIC A 
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نا إن © فثة مفتوحةء نستطيع اختيار 58 '8 بحيث إن: 

N,(p) C N,(p) N D CT [A] 
فذا السب فإن م نقطة داخلية للفغة [ه] 17 . إذن [4] 1 فثةمفتوحة.‎ 
فة مفتوحة كلا كانت 4 فة مفتوحة» ولنفرض أن م‎ ١ ']۸[ .العكسء لنفرض أن‎ 
خطة فی 2 وء عدد موجب. با أن ((م)٣),۸ فة مفتوحة في ۷ و |((م)۸,)۳]' 1 فئة‎ 
. فتوحة في ى فإن م نقطة داخلية» هذا السبب فإنه إذا كان 6 عددأً موجبا فإن‎ 


| 
N,(P) & T (N, (T(o))|‏ 
هذا یعنی أنه إذا کان (م),N‏ € × فإن ((م)٣N‏ € (٭)۲ » آي آن ۲ متصل عند م. 


النتيجة التالية هى بالضبط نظر النظرية 4.2 لدالة من ۸ إلى ۸ . على الرغم من أن 
الرهان كالرهان السابق» فإننا نعيده هنا حى تكون الرموز والملصطلحات للتحويلات مألوفة 
E‏ 


نظرية 14.2: (المعيار التتالي للاتصال) 


: ج ۴ k‏ 
التحويل 1 متصل عند م إذا كان وفقط إذا كانت لكل متتالية _ (™»×) فى د0 
k ٠ 1‏ ۴ 
تقارب إلى ص» تكون التتالية ر ل(“ 16 تقاربية إلى ()1. 
الرهان : 
Tl‏ مض أر )0{ متتالىة تقارسة | 5 
ولا نفرض آن 1 متصل عند م ولنفرض أن ےر × ية تقاربية إلى م. إذ 
ا(T(p( N‏ € (( . با أن م = »صا فإنه یوجد عدد × حیث یکون × < ) 
کک . 1 k‏ 
بؤدي الى أن (م)۸ ع »× والذې يؤدي بدوره إلى ((م)۳),× €6 ()۲ . هذا السبب 
زiùl lim, (<) = T(p)‏ 
e K 8 : ٠ 0‏ 
((م)۳ N‏ # (*»)۲ . لكل ) نختار مثل هذه ال × لنقل "× والتى تحقق: 
{kJ} Kk‏ 
TAT ENT) gy x“ ENP)‏ 
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1 
(kK) 1‏ 
ما أن < d+ p}‏ . فیکون لمديناأً م" lim x‏ ولكن 


کا فی الہاب الرابع» فإن 5٥€‏ نافعة في توضيح أن الدالة المعطاة غير متصلة عند النقطة 
العطاة. والاحتفاظ مده المعلومة ل ف التهارين التالية . 


ماریسن 2 ___ 


1۔- لنفرض أن ٣‏ تحویل من ۴ إلى E‏ معطی ب: (ر×3 ,,٭3) = (۲)۸ ولنفرض أن 
T [A] zg . A = N,(0) CE‏ 
2 لنفرض آن ٦‏ تحویل من ۴ إلى ۴ معط ب: 


X» )‏ اک 
SEES 9‏ 


۹ 2 ل‎ 
XK + X X 1 xX 
٠1 أوجد إ۸‎ » ۸ =۸ ,)0( C۴ وللفرض أن‎ 


ا £ 1 4 
3 لنفرض أن ٤‏ دالة من "۴ إلى "8 والمعطاة × +... + ]= ٤)‏ ولنفرض 
۸ الفرة (2, 3-) . أوحد f [A]‏ 


4- لنفرض أن 1 تجویل من ع إل ۴7 ومُعطى على النحر التال 
(2 + × :2 + ,×) = ۲)۸ . برهن على أن 1 متصل على *ع. 


5- معطی ۲ دالة على ع : 


if x#0, 
Xx F^ XK 
(ی)‎ = 
Û0, If x=, 
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للفرض أن ۴ دالة على ۴ معطاة ب: 


i 
ff Xx 4D, 
| xx» | 2 
)»( = ٤ 
Û, If xX, =0 


رهن على أن منفصلة عند 0 
برهن أن الدالة المعطاة فى تمرين 6 منفصلة عند كل نقطة م الى دات الشكل 
(رص“ 0) أو (60 ,م). 


لنفرض ان ۲ تحریل من ۴ إلى ۴ ومعطى بالصيغة: 


اکن 7 


برهن أن ۲ تحويل غر متصل عند كل نقطة على شكل (رم“ 0) بغض النظر عن 
تعر یف (٭×)1 عندما 0 = ,×. 


3 مدی التحويل المتصل 


The Range of a Continuous Transformation 


ندرس ف هدا البند فتات جزتية من مدى مويل متصل . إذا كانت 5S‏ فة جزئية من نطاف 


1 فإننا نستعخدم نض رموز التعريف 14.2 ونفرض أن [1]5 يدل على صورة 8 تحت تاشر 


4 


TIS] = {T(pP):p eS}. 


إذا کان 1 تحويلا متصلا وكانت ل 5S‏ بعض الخواص المعينة كفئة جزئية من نطاق 1ء 


فتسأل ما إذا كانت الصورة 1]S[‏ عتفظة بالخواص العينة نفسها كفئة جزئية من مدى ". 
أول نظرية فى هذا البند تؤكد أن خحاصية الترابط «ess‏ لع†ءneصدء‏ بحافظ عليها تحت تاثر 
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منتدی افریقیا سات 


الراسم التصل . هته الخاصية هي تعميم لنطرية القيمة الوسطى (نظرية 5.3) - |١6۲٥‏ 
ate value theorem‏ ئ حالة القضاء المترى. 


نظر ية 14.3 : 
إذا كان ١‏ تحريلا متصلا على الفئة المتوحة © وكانت 8 فة جزئية مترابطة من 0ء فإن إ. 
يحول 5 إلى فئة مترابطة [1]5 


الرهان: 


لنفرض آن ۲ تحويل متصل على ا C1‏ 5 . نفترض علارة على ذلك 


بأن [1]5 فئة غير مترابطة لعاcءم”discon‏ ونين بأن $ لا بد أن تكون غر مترابطة. 


باستخدام النظرية 13.5» توجد فثتان 8 ,۸ حيث إن 8 لا 4 ك [1]8 وتنقاطم الفتتان ٠‏ 
8 ۸ مع 8. باستخدام النظرية 141 و [۸] ۳ فإ [8] 7 فتتان مفتوحتان 


Ll SET OT IB) gy‏ لأن كل نقطة من 8 قد حولت إلى ۸ أو 8. تالا. 
T e‏ 4 ل 1 ا as‏ فان 
hp PY‏ 


الشظرية التالية تكون 5 تعميم النظريتين 5.1 و 5.2 فى حالة الفضاء المتري. فى هاتين 
ET‏ ي حالة الفضاء المتري ندرس فئة مغلقة 
وحدودة ونسأل ما إذا كانت صورتها تحت تأثر تحويل متصل فثة مغلقة ومحدودة أيضاً 


لكى نؤكد الإجابة لا بد أن نفترض أن الفضاء المتري له خاصية هاين - بوريل (نظرية 
(ب) 13.12) . هذا يؤدي إلى خحاصية المتتالبة المحدودة (نظرية (د) 13.12) وتستخدم هاتان 


النظريتان في الرهان. 
نظر ية 14.14 : 
6 5 رآ . ادا DiS‏ اة و لوده قل ا ا © آ1 تکون م مغلفة ومحدودة أ 
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العرهان : 
أولا نوضح بأن [۲1]۲ عغدودة. لنفرض أن م نقطة في 2 حیث إن [(]۲ € (م)۲ 
للاختصار نكتب N,‏ للتعير عن الكرة المفتوحة: 


A =T [N] gy N (T(p)) 


باستخدام النظرية 14.1 كل 4 مفتوحة في × وا أن ١)‏ ر بحتوي على مدی 1 
کله فإننا نستنتح أن ۸ ل غطاء مفتوح (إع۷ه»ء «عص٥)‏ للفغة 5. الآن وباستخدام 
خحاصية هاین - بوریل يوجد مجمع نهائي من ۸ يغطي ([. ما أن A & A,‏ فهذا يعني 
بأنه توجد فئة واحدة ولنقل س4 تتوي على 0. إذن أصبح لدينا 4 ( »> وهذا 
يۆدي إلى أن .× = [1]۸ ل 1]٥[‏ وبذلك تکون [1]۲ عتواة في كرة» وهذا يعني آن 
| ]1 شدذودة. 


ولکی نين أن [1]0 مغلقةء ندرس نقطة نهاية ¶ للفثة [1]5 . 


() . () r (WY 
٩ بحیث تکون و = “۳ا . لكل‎ 1]٥[ في‎ ٩“, إذن توجد متتالية‎ 
و ما أن 0 خحدودة فإان‎ TG“) ی 0 بحيٹ يکون‎ x نستطيع اختیار‎ TD} 


{4h‏ متتالية حدودة وباستخدام النظرية (د) 13.12 قإن ها متتالية جزئية تقاربية 


ونہایتها لا بد أن تکون م فى 5؛ لأن 0 مغلقةء لنقل إن م = " ]]٣۹×‏ 
باستخدام 5٥٣‏ (النظرية 14.2)» فإن (م)۲ = (" )1٣1ا‏ ؛ ولكن لا بد 
Tom}.‏ أن تكون ها نقةقطة المهاية نفسهھها کے 


. = a, 


وهکدا T(p)} = q‏ : و موحودة T[D| ٤‏ ومن نم ڦهي THD}‏ حتوی عل كل نقط 
نهايتها . 
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مار یسن 14.3 


1۔ لنفرض أن ٦‏ تحویل من ۴ إلى ۴ بحیث إن لکل م فی ۴ یکون ترتیب 
الاحداثي الصادي ل (م) غير صفرى . إذا كان 1 حول النقطة (1- ,0) والنقطة 
(0,1) کل إلى نفسهاء بین أن 1 تحويل متصل . 

2 ادا کان 1 محویل متصل من Eُ‏ حيث إل 0 = TIE 9 T{0)‏ عسر محدودة. 
برهن أنه توجد نقطة م فی ۴ حیث یکون 1= ((م ٤‏ (0)ل . 

3 أوجد دالة ؟ متصلة على الفة المحدودة 2 فی ۴ بحيث تكون [1]0 فقةغ. 
حڪذودهة. 

4 أوجد دالة متصلة على "۴ تحوّل اتحاد الفترتين [1 .0] » [3 .2] فوقياً (ه٤٦ه)‏ إلى فة 
النقطتىن 1) ل (0). 

5 أوجد تحويلا نطاقه الكرة N,)0(‏ في N (0) E Eٌُ‏ فوقيا وباتصال ال 
الحط 0= {xe E” :x,‏ =1 . 

6- أوجد دالة متصلة ٤‏ على ۴ بحيث تحول الفعة المغلقة © فوقياً إل فة غر مغلقة 
TID]‏ . 

7 لنفرض أن 2 فة مغلقة وحدودة في ۴ ولنفرض أن ص نقطة فى 0 ~۴ . برهن 
أنه توجد نقطة ۾ في 2 تكون الأقرب جدا من ص أي أن لكل × فى 0 يكون 
.d(x, p) > d(p, q)‏ 


Continuity in E" الاتصال ی "ع‎ 4 


قد يكون من الطبيعي لكي نتحقق من اتصال دالة من "۴ إلى ۴ أن نعتر تأثرات 
نابات المتتالية عل کل إحداني عل لن . فعل سبیال ا ادا أعطيت ] بالصيغة التالية: 


If x#0,‏ 1 ا 
8 
Û,‏ سیير (x, x) 0, 1f X»‏ 
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نلاحظ لآى قيمة غير صفرية وثابتة ل ر×. أن ؟ دالة متصلة للمتغير ×» ولكن لأي 
فة ثأبتة ل × ما عدا الصفر فإن ] تكون منفصلة عند 0 = ر× (بالضبط ؟ منفصلة عند 
٠١‏ .») فى 87). هذه الطريقة هي سهلة وبسيطة لإيجاد نقطة الانفصالء ولكن الأهم أن 
سذكر أن الاتصال عند احداڻي لا يضمن لنا اتصال ٤‏ في ۴ . الاتصال عند النقطة ص في 
١‏ یتطلب أن تقترب ٤)۸(‏ إلى (ص) كلا اقتربت × من ص عبر آي مسار متصل . والمشالان 
تاليان يوضحان هذه الحقيقة . 
متال 14.5: 


و و ا کک 0 ل 
نفرض أن ۴ معرفة على ۴ ب : 0= (۴)0 وإذا كان 0 × × فإن: 


MX 


E 1 Z7 
SEES E 
X 4 


»أن 0= x(‏ ,۴)0 = (0 ,)۴ لأآي × أو ر×. 
وهشدا فإن 4( تقترب إلى الصفر على المحورين» ونرى أن 
تقترب إلى (0) . ولكن إذا درسنا متتالية أخرى تقترب إلى 0 على طول 
حط اخر» ولنقل : 


aia. 


(k) 1 
و × فإل:‎ 
k kK 


1 
٤‏ ل {k}‏ 
کل م وہذا نجد ان ےا(“ ]٤۸‏ تتقارب إل < . 
هذا السبب وباستخدام النظرية 14.2 نجد أن ] غير متصلة عند 0. 


مثال 14.6 : 
لنفرض أن ۴ ترمز للفعة × > ر× > ۴:0 ٤‏ × والتی تتكون من كل النقط 
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منتدی افریقیا سات 


الواقعة بين المحور السيني ,× والقطع المكافىء المعطى بالمعادلة × = ر× (انظر الشكل 


) | 
n 
pz لاا‎ 

شکل (14.2) 


تعرف الدالة ۴ لتكون ما يسمى «بالدالة المميزة» للفة ۴: 


f(x) = 
(, if x¢fEF, 


من نم (×)! تقترب من ۱0 = (0)) كلا اقترب »× من 0 على طول أي مسار خط 
ج 4 k‏ ۰ 
ولنقل : x = (t, mt) o}‏ حیث 0 2 im,‏ + لاله عندما تکون )ا صعرة حدا 

٠ a 
0 و بالرغم من ذلك إن عر متصلة علد‎ ٣ (بین 0 و") لا تکون × ف‎ 

2 

lL a ao )ےھ‎ LTT yT 
fy لآنه إذا كانت 1 = ل فإن ۴ع لو وبذلك فان‎ 
تتقارت إل 1 < (0)؟ كلا کر ) یدول حدود.‎ 

امثالان السابقان يوضحان أن نهايات الإحداثبات غير كافية لاتصال الدالة ذات النطاق 
متعدد الأبعاد (multidimensional)‏ . 

ولكن هناك شرط ضروري لاستنتاج الاتصال. في الأمثلة 14.5. 14.6 اعتمدنا عل 6٣٣‏ 


لاستنتاج حكمنا على الانفصال» ولكن هذا الشرط الضروري يكن أن يوضع بدون الرجوع 
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ال نهابة المتتالية (٤1"1ا‏ إiaا٣Seque)‏ . هدا يتم بحيلة مألوفة لدى طلبة التفاضل والتكامل 
للمتغرات التعددة . لنفرض أن × تقترب من نقطة معطاة هي ص على طول المسار والتي تكون 
عندها كل احداثيات × حرة ما عدا احدابي واحد له القيمة الثابتة المناظرة لاإحدائى النقطه 
۳ 

هذه النهاية الواحدة للاحداثيات يمكن اختبارها لكل الاحداثیات ۸ في "8 . ولكي 
نكون الدالة ۴ متصلة عند ص فإن قيمة كل اية من هذه ” من النهايات لا بد أن تكون 


.(p) 
: وقد لخص هذا الاستنتاح في النظرية التالية‎ 
: 14.5 نظر ية‎ 
متصلة عند م في ول 2ا‎ ٤ إذا كانت‎ 
(P, .--.,x ,...“p”)] = f(p) (1) 


لقالاع ( وب one‏ علل النقطة ر المعطاة: 
SS ED‏ لكل 1[ 


الفروض ملاحظة أن التهاية في (1) هي نہاية لدالة من R۸‏ إلى ۸| کا درسناها في الفصل 
الرابع» وإذن لا تحتاج إلى تعريف آخر. ولل نعط تعريفا لنہاية الدالة على "۴ عندما تكون 
[ < ” ولكن عرْفنا فقط الاتصال لثل هذه الدوال. 


عغاریسن 14.4 


x) = Û0 = f(x, , 0)‏ ,0 لکل من ,×> ر×. 


07.1 

(= وإذا کان 0 < × فإن عل‎ ۴)0( =0 1 
XxX F7 XX 
XX, 

2_ 0=( إذا كان 0 = ,×× ولغر ذلك س | = f)»)‏ 
XX |‏ 

[ SIN X 

3_ 0= (×)؟ ادا کان 0 = ,× » ولغر ذلك : = (چ) 
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4- لفرض أن ؟ دالة من ۴ معرّفة كالآن : 


ik Ê, 2 lT ll 
ب ن ۴ منفصلة عند 0 على الرغم من أن ( ٭)؟ تؤول إلى 0 كلا اقتربت “× إل‎ 


8 TT 5% 
دالة من ۴ معطا‎ ٤ وافرص ان‎ F = {xEë E 0 > x > + عرف‎ 


لان : 


(x) = 
0, if xfÊF. 


+ أن e" f (ki)‏ اا (k)‏ ا 
(x )‏ توول إلى (0)] کلم اقتریت × من 0 على طول آي مسار خطى 


ولكن ا منفصلة عند 0. ۰ 


6 ت e IH an rp‏ 
يقال للتحویل 1 من ۳ إلى E‏ أنه اختزال المسافة )reducing distance)‏ إذا و جد 


عدد ۲ بحیٹ یکول <r < Î‏ 0 و 
d0. (=. y¥(‏ لکل ر» فی "ع 


برهن انه إذا کان ٣‏ خترل السافة من ۴ إلى "ع » فإن هناك نقطة واحدة ثاتة 
Pp‏ بحیٹ إن م = ('م)آ. 
(ارشاد: بعض × فی ۴٤‏ عرف 


. Kk) =) 
x> T(x). x7 = TIT), ... x= T(x |} 


e 
ّ k ي ا _ او‎ 
.(lim,x = هي متتالية کوشی› وح م‎ (x kaj 
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Linear Transformations التحويلات الخطة‎ 5 


x+y = (XX XK) F OY, <Y) 


E FY oe Foy 1}‏ 
كن تعريف عملية الضرب ف كميات غر متجهة (sھاSca)‏ کالاتی : ادا کان × ف E"‏ 


(E =JR Gus‏ > فإان: 


aX = a (X, ..., XK) = (AK, ..., aK). (2) 
: کالاتی‎ (basis vectors) mln لl وتقدم ا التحهات‎ 

e = (1,0, ...,0), 

e” — (0,1,0, ...,0), 


e” = 0,0,10, ...,0(, (3) 


e" = (0,0,0, ...,0, 0. 


استخدام (1) و (2) نرى أن أي نقطة × أنه يمكن التعبير عن أي كتركيية خحطية اوعدا 
combimatioıı‏ ثل 1 من هله الشاط ` 


E TD 


= x (1,0,0, ...,0) + x, (0,1,0, ...,0) +... +x (0,0, ...,0,1) 


Xe +... +x E (4)‏ ت xe‏ چ 
أخير! نعرف معیار (مقیاس) (۲۳٥٥ہ)‏ نقطة × کے لي : 
27 2 
xl = |x ++ ..+ (5)‏ 
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نلاحظ أن (0 ,×),ل = أإ×ا| وهى البعد الاقليدى بين × و0 ومن ذلك نجد أن 
dx, ¥(‏ = إو“ »اا 

بنتيجة التعريفات السابقة فإن الفضاء المتجه -١‏ نوني الأبعادء مألوف لدينا بتفاصيله من 

در اسه الخر الخطی . ولیس فی نطاق دراستنا له درأسه ونهديم نطرية الفضاأء التحه دى 


الأبعاد المنتهية » ولكن من المناسب اختيار بعض التحويلات الخطية باختصار لأميتهاء ولأنها ' 


أمثلة بسيطة عن التحويلات المتصلة من ۴٤"‏ إل "ع۴ . 


تعر بف 14.3: 


بقال: بأن التحویل ٣‏ من ٤‏ إلى "ع تویل خطی (4۲٤,:ا)‏ بشرط آنه لکل × ف : 


E êd a,b, FE" 


T(ax + by) = aT(x) + bT(y). 


النتيجة الرئيسية في هذا البند تكمن في امكانية التعبير عن أي تجويل خطى بضرب ؛ 


٠. ذات الأآبعاد ۸ × ۳ بث‎ la. 1 تو جحد مصفوفه‎ aiÎ Î «(matrix product) ٽlègaصنl‎ 


إنه إذا کان (٭)۲ = ر فان. 


d, 2 hı A; ¥; 
ر ر ر د‎ n ۸ 2 

T(x) om - > : ¥ 
ا‎ WY ا کڪ‎ a 3 


وهدأ هو معنى النظرية ألتالية. 
نظر ية 14.6 : 
إذا کان ۲ تحویلا من ”۴ إلى "۴ . فإِن 1 تعطی بالآق : 


IE T Ko) UO 
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عندما یکوں: 


Y, = 8a, ¥, aX, FF... FAX 


(| 


e 


كل معامل ,هة يكون عددا حقيقيا. 


الرهان : 
u 1 ۴ ١ E‏ 
اولا ندرس اخالة ال یکون عندها 1= ص وبذلك تکون ۲ دال من ع إل ع 
ر کز انتباهنا على النقاط المهمة ل ١‏ والمتجهات الأساسية “0ء . إن ضور (كععة٣:)‏ 
هذه النقاط e ١‏ أعداداء ولتقل إن: 
r1‏ 2 )1( 
Te J)= A, Te (=A, ...,Te =A.‏ 
استخدام (4) ونحطية ۲ يحون لدينا: 
X٠ 4 + x e")‏ م "0 T(x) = T(x‏ 
xT(e”) F... + x T(e”)‏ س x T(e)‏ = 
AX, FAK, F ... FA X‏ = 


i FH 


هذا السب فإن 1 قد مثلت بالمصفوفة الخطية 


الآن لنفرض أن 1 < س . إذن لدينا 


J Nose.‏ ...)۲ عندما یکون کل احدائي من ل دالة في × لنقل 


ll 
1 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


با أن 1 خطي فهىذا يؤدى إلى أن ٦‏ یکون خطیا عند کل احداڻی» أ ي آن» كل ٤‏ دالة ' 
خطیة من "۴ إل "ع | 
إدن كا في الخحالة الأولىء كل ٤‏ تعطى على شكل مصفوفة خحطية: 

y= Xs Kas xJ =a XK, F 4, Ky TF < F A oF 
[a] هده الفئة من " من الدوال الخطية ا ...ا دد ۳ من صصوف (كW٠۲) المصفرفة‎ 
.)6( الق عغثل 1 کا ي‎ 


خط 


منال 14.7 


نفرض أن ۳ تحویل خطي من ۴ إلى 8 بحیٹ یکون. 
T1, 0,0) = (1,2, ~1),‏ 


ل ,)4,0,3( = )0 T(O0,1,‏ 
و .)3,1,1( = )1 ,0 T(O,‏ 
عندئد 1 بالمصفوفة 

3~ 4 ا 

2 Û 1 

-1 3 1 


حیث تکون أعمدتہا صور لکل من (0 ,0 ,۲)0 » (1,0 ,0 ۰ (0 ,0 ,1)1 على التوال. 
مثشال 14.8 
لنفرض أن ۲ تحويل خطي من E”‏ إل 7ع بحيث إن: 


T2, -1) = (1, -1, T(1, 1) = )1.2( 


لنفرض أن المصفوفة التالية من 2 × 2 تمثل التحويل 1آ 


RRETH 
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لحصل على (1 ,1)1 نضرب المصفوفة في «النقطة» 


1 
a, hs 1 1 1‏ 
ونساوي النتيجة ب 
a A» 1 2 2‏ 
ومن ولک 
a, 7 a = 1 (7)‏ و 2 = ر3 ۳ ر 
ل 
وبالمثل لنحصل عل (1-— T(2,‏ نھر س المصفوفة 
[- 
1~ 
ونساوي النتيجة ب: 
1 
~a =1 (8)‏ ,2 و 1= 2d, 7 a‏ 


وبحل مو عه المسادلتين الناجتين س )9(7 )8(« نحصل عل )( = a,‏ و 1 di‏ وكذلك 
1= هة و2 = ره . هذا السبب فإن 1 تعطى بالمصفوفة : 
1 0 
1 1 
تعين النتيجة الأخررة في هذا البند خحاصية الاتصال للتحويلات الخطية. وفي برهنة هذه 
اعققة تستحدم النتائح التالية العامة للتحويلات النطبة بن الفمضاءات الاقليدية. 
نظر ية مساعدة 14.1 : 


إذا کان ۲ تحویلا خحطیاً من ۴E"‏ إلى "8 » فإنه یوجد عدد .1 بحیث یکون لکل × 
E"‏ 


HF 


roll sm, lll. 9 
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الرهان: 
لنفرض أن المصفرفة [ره] ذات أبعاد « - " ممثل التحويل 1 ولنعف: 


en 1‏ 
e (0)‏ 2 
عندما يؤخذ الحمع الثنائي على كل المداخحل "١‏ للمصفوفة. فإن: 
1 


ITO = {2 3 ا‎ 2 xy (11) 


يكن التعامل مع كل خط في المصفوفة [,ة] على أساس أنه نقطة في ". إذن كل مجموع 
ي ا لجانب الاين من (11) يکن حسابه باس ستحدام متباینة کوشی لالاھ ۔ ونیا کسوفسک 
Bunyakovsky‏ _ سوارتر Schwartz‏ (نظر ية 13.1( : 


Dax) <2> 2) (2Z 


j j= j>1 


وبدلك تقودنا (11) إلى : 


1 : l1l ۾‎ 1 
rolls {DZ fj + ..+ Ze} (ZF 
j j= 


mn) 


نظر ية 14.7 : 
إدا کان ۲ محویلا خطیا من ۴ إل ”ع . فإن 1 متصل عل "£ . 
الرهان: 


لنفرض آن ص نقطة كيفية في "۴ وأن ,× هر العدد الوارد فى النظرية المساعدة 14.1. 
لکل × في E‏ للا 


d (T(x), T(p)) = |[|T(x) — TE) | 


= T(x P( < M, Ix—pl =M,d, (x: Pp). 
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1 
1 
1 
1 


دا أعطى 0< مء نستطيع تعريف eM,‏ = 8 .» وهذا يژۇدي إلى 


.dہ)×, کل) کان 8 > (م‎ d (TS), T(p)) < ¢ 


نلاحظ أن اختبار 8 في الرهان السابق مستقل عن النقطة ص التي برهنا على اأتصال 
التحويل عندها. من ذلك نستنتج أن التحريلات الخطية منتظمة الاتصال راصاه ]اہ 
continuo»‏ على نطاقها شبيهة بالدوال ا خطية على ۸ا . 


مارین 5[ _ .ل ا س ا ا لس = 


لنفرض أن ۲ تحويل خحطي من E‏ إلى ۴ معطي بالمصفوفة التالية: 


1 | 2 
3 ا 2 )0 
2 ا ا . 


أوجد صورة النقطتين (3 ,1- ,2 ,1) و(3,2 ,1 ,2-). 


لنفرض أن ۲ تحويل خطي من ۴ إلى ۴ بحيث إن: 
TO, 1.0. 0) = (0, 1,2, 3)‏ 
)4 س ,2( = )0,0,0 Ta.‏ 
T(0, 0,0,1) = (6,2, 4,1)‏ 
T(0, 0,1,0) = (3,2, -3, 1‏ 

أوجد المصفوفة الى تمثل ١‏ . 

3۔ لنفرض أن ٦‏ تحویل خطي من ۴ إلى ۴ بحیث یکون 
Tl -D= (1,7) gy T(0.1) = (G-10‏ 
أوجد المصفوفة الت تمثل ۳ . 
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منتدی افریقیا سات 


4- لفرض أن 1 تحويل خحطي من ۴ إلى ۴7 بحيث يكون: 
T1, ~3) = (5,1) « T02, 1) = (4, ~5)‏ 


أوحد | لصفو فة الق ثل 1 


.)9( 


(ارشاد: ادرس التحويل المحايد × = ()]). 
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بين أن العدد 1 الذي اخترناه في (10) ليس بالضروري أن يكون أصغر عدد مق ٠‏ 


الفصل الخامس تسر 
15 


حساب التفاضصل ٤‏ الفضہاءات الاقليدية 


Differential Calculus in Euclidean Spaces 


1 الشتقات الح ئية والمشتقات الالجاهية 


Partial Derivatives and Directional Derivatives 


فی هذا البند سنفرض أن ٤‏ هی دالة من النطاق ٥‏ فی "۴ ال ۔ فی ' ۳٤‏ وأن × نقطة فی 
( - داحل 0 . نعتير «خارح قسمة الفرى»: 


[f(, a O (x, x) 


f) |‏ چ [f 4 te”)‏ 
وتصف هذه النتيجة لنقطة معطاة × فى 0° دالة (فى ا) من فئة ما (0,8) لا (0 ,8-) إلى 
- في ۴ . ويضمن لنا المطلب الذي تكون فيه × نقطة داخلية في 0 أن خارح قسمة الفرق 
هذا معرّف مها كان ا قرياً قربأ كافياً من الصفر. وحيث إن الصفر يكون بذلك نقطة 
داخاية لنطاق النسبةء فإنه مكنا أن نأحذ في الاعتبار احتمال أن يؤول خارح قسمة الفرق 
إلى نهاية عندما تؤول ا إلى الصفر. 
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منتدی افریقیا سات 


تعر یف 15.1: 


: (i) 
f(x + te ) — f(x) u 
aS E : إدا وجدت النہاية التالية » نكت‎ 


(إجخ 
فتكون هذه النهاية هي المشتقة اخرزئية للدالة ۴ عند × بالاحداثى الا. وإذا وجدت هذه 
الهاية لكل × في فئة جزئية “2 من 0 فنا دالة ؟ عل *5. 
مټتال 15.1: 
إذا كانت :);%( f(x) = xx, + x sin‏ 
فان ¥ 9 
f(x) = 2X Xo.‏ 


: eT 
(x) = x, + 3X, SIN (X4). 


)x( = 2%) xX, EOS (x): 
4 + بي‎ LF #, 
دالة في ع وبالتالى يمكننا «تفاضلها»» أي أننا نطبق التمرين‎ ٤. ار٠ لاحطظ أن کله من ا‎ 
لتحصل على المشتقات من الرتبة الثانة'‎ 1 
(x) = 2x, 
,ر)x(‎ = x sin (x). 


3 2 
7 


e 
lq) = 2X, COS (x) > 4X,X, n (x). 


 )٭(‎ = f(x, Xa: ال‎ = 
1 ×) چ‎ f. e “Î e 
,ا‎ )x( = 2X, 
ج‎ 6XX, COS (x). 
00 
6XX, COs (x) 
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لاحظ آنه في المثال السات کانت روا = ور » را ٤=‏ و ربا = ور . وهذا يفترص 
أن هذه المشتقات الحزئية المختلطة تعطى النتيجة نفسها بغخض النظر عن ترتيب عملية 
التفاضل . وسنرى فيا بعد أنه عندما تكون كل المشتقات متصلة تتحقق بالفعل هذه 
إالخاصبة. 
نفرض أننا نريد أخحذ النهاية لخارح قسمة الفرق بالاقتراب من × على امتداد تجاه ما 
عتلف عن E E‏ نقترب من × على امتداد أي مسار «خح اط 
مستقیم | بالطر يمه التالية . نفرض أن س نقطة ف E‏ بحیث إن 1 = |إں|| » عندئد دد u‏ 
«اتجاها معن أنه إذا كان ) أي عدد فإن tu‏ + »× هى نقطة تقع على «الخط» لار س × 
۾ tu‏ + »× سحیث کون | = d(x, x + tı)‏ . (ونعنى بالخط الماأر ب × ورالفثة 
{ax + by:a E Rb € RF}‏ الكوّنة من كل التركيبات الخطية ل × و ل). 


تعريف 15.2 : 
إذا وحدت الناية التاليةء نكتب: 


D f(x) = lim E. و‎ 
)ج1‎ 


٣ 
.× عند‎ ٤ الى تسمى بالمشتقة الاتجاهية للدالة‎ 
لاحظ أن ؟ هى بساطة 0 في الحالة الخاصة عندما "ع = س‎ 
:15.2 مثال‎ 


نفرض أن ۴ هى دالة فى ع معطاة بالصيغة: ,× + × × = (ر× )x,‏ = (٭) 


f(x + tu) — f(x) 
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3 


وبجعل ٠+0‏ نحصل على: چ = )1 D(0.‏ 


وهناك نتيجة معروفة (نظرية 6.1) في نظرية الدوال من ۸ إلى فى  ):١٤0(‏ وهى أن القابلية 
التففاضل تتضمن (تؤدي إلى) الاتصال . ومن الهم أن ندرك أن هذا التضمين ليس صالاً نى 
حالة المشتقات الجزئية للدوال في ۴ , عندمايكون 1< ١‏ . وفي مثالى 14.5 ۱4.6 
تتحقق لكل من الدالتين المتساوية 0= (۴)0 = (0) ]۴ » ولكن | منفصلة عند 0. 
بالفعل» ففي الثاني من هذين الثالين لدينا 0 = (0,6)0 لكل مشتقة اتجاهيةء ومع ذلك 
فان ٤‏ ليست متصلة عند 0. 


ارين 15.1 


) u 
| عن کل المشتقات الخرئية س الرتة الأول‎ e (×)ا‎ = ×× log (x +× معطی ال‎ _ | 


ومن الرتبة الثانية. 

.5 ي التمارين 5-2 عن (»)؟‎ 
f(x) = x + xu ا‎ 2)i x= (1,2) 2 
I(x) = x x,; u (2 4x 1) _3 
0) = x, + x, = | Ê , e jix= (1.1 4 
09 = + x ,ا ) د‎ 2 ×= 2 ( 5 


2 التفاضالات وحاصهة التقر يب 


Differentials and the Approximation Property 


نخطو خطوة أخرى بمحاولة تطوير المشتقة الاتجاهية . ومرة أخرى فإن × هى نقطة داخلية 
ي النطاى 0 للدالة ؟. نفرص × نقطة قريبة بشكل كاف من 0 بحيث إن × + × تكون فى 
0 وبعد ذلك ندرس الفرق (۸)؟ - (×ھ + »)؟. 
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ملأل 15.3: 
نفرض أن ۲ هي الدالة في ۴ المعطاة بالصيغة : 


2 
(x) = KK, Ky. x) = KX, ~ K, 


: عندئدذ فان‎ 
(x + Ax) = e Ax j} (x, + Ax) — (X4 سإ‎ Ax) 
2 | 
= (xx, =~ xX) + {f (Ax, + (Ax, + £(x)JAx, J+ {Ax Ax, — (Ax) } 


> f(x) ا‎ {f (OAx, 8 L(x)JAx, 2 f,(OAX, {Ax Ax, . (Ax) 


ويمكن تفسرر الحد الأوسط بوصفه صورة النقطة جك تحت تاثير الدالة م ا الممثلة 
الصفوفة الصف [(,۴ )ر٤‏ (),۴] . وعندما |إ×4|| يكون صغيرا (على سبيل 
المغال 1> ||| ) كوب المد التالث أصعرء وبالتال نحصل على التقريب: 
f(x + Ax) wz f(x) + L(Ax). (1)‏ 


تعر يف 15.3 : 

اذا وجدت المشتقات اخزئية ال ١‏ للدالة ۴ عند النقطة × فإن تفاضل ] عند × هو الدالة 
الخطية ۴ه المثلة باللصفوفة الصف [()۲... 00ر٤‏ (),۴] = بال. 

والنتيجة المامة التالية هى خاصية التقريب التى لاحظناها في مثال 15.3. ولإثبات هذه 
النظرية نحتاج إل النتيجة التمهيدية التالية ' 


نظر ية مساعدة 15.1: 


ادا کانت ا دألة تحت أل مشتقاتہا الخرئية ال n‏ تکون موحوده ٤‏ داخحل الكرة N(x)‏ 


و۸ هي نقطة فى N)0(‏ » عندئذ توجد النقطة ”"ص.... ,م في (×),۸ بحيث إن. 
f(x + Ax) — f(x) = f (p Î) Ax, + f(p) Ax, +... +f (p®) Ax) (2)‏ 
خطط للرهان 

النقط "م .... ."م هى نتيجة تطبيق قانون القيمة الوسطى لكل من الاحداثيات 
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ال .١‏ على سبيل المثال فإنه على جرء المستقيم 
fa Dx+ (x + eax ):O<st s1)‏ 
مکنا اعتبار ؟ دالة عددية رفي )١‏ قابلة للتفاضل على [1 ,0] . ووفقاً لقانون القيمة الوسطي 


يوجد علد ,ا بین 0 و[ بحیٹ یکول : 


| £ e Ax) — 1(0) | 
Ûx 


َ 
وبعد ذلك نطب قانون القيمة الوسطى على الجرء المستقيم بين النقطتين 


2 (1) O OT 
٠ اللحصل عل م نقطة على ذلك الحزء‎ ×x+e 4×, ۴ا‎ Ax, yg (xte Ax) 


المستقيم بحيث يكون: 


| (tH) 
F(1 — tx + f(x + e Ax) = fp )= 


3 1 | 
[f(x + e Ax, + e Ax) = f(x + e Ax) 
ا ا د( ن‎ 


Ax 


2 


ویکٹ ان ننطر إلى هذه العملية كحركة من × إل ×ھ + × على امتداد مسار مضل من ۸ 
من الأجزاء المستقيمة بحيث يتغير على كل جزء مستقيم مها احداثي واحد فقط . وبذلك ُ 
هكن كتابة (»)ا - (×۵ + )ا یکن کتابته «کمجموع ختصر»: 


f(x + Ax) ¬ f(x) = > [f ٣ ۴ Zea) f + 2 ٣ ۵x] 


ت 


وبدلك نتحقق (2). (فٰ الل الأول من هذا الجموع 3x‏ 2 بدلا من 0). 
ا 
نظر ية 1[ ,; خاصية التقّر يب . 


دا کانت ۴ دالة عل "ع حيث مشتقاتها الحزئية ال ١‏ متصلة على الفئة المفتوحة 0 فإنه 
کل × فی 0 یکون: 


f(x + Ax) = f(x) + df(Ax) R(x, Ax), 
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الرهان: 
ى البداية نختار النقط "م .... ,”م كا في النظرية المساعدة 15.1. وبذلك فإن: 
Ax‏ )م( f(x + Ax) = f(x) + f (p Ax +... + f‏ 
f(x) + fF(%JAX, + ... + F(%) Ax, + [f (p °) =f 0)] 4x, +... +‏ = 


+ [fp - f(0] Ax 
= f(x) + df (Ax) 1 R (x, Ax). 


۱ 1 ولکل أ‎ 
4*1 < {2 14x7} = lal. 
ومن ثم ينتج آن‎ 
R(x, A: Ax. 
_ اھ‎ > 2 |0) - £) 7 f (p") — f(x)|. 
axl ax) 


وحيث إن كلا من ١‏ متصلة عند × فإن الطرف الأين يؤول إلى الصفر عندما إإأمة|| 
يؤول إلى الصف وهذا يم البرهان. 


نظر ية 15.2 : 
اذا كانت ۴ دالة مشتقاعا الحزثية متصلة على 2 فإن كل المشتقات الاتجاهية («)أ5 
موجودة في كل نقطة × في . وعلاوة على ذلك يكون: 
D f(x) = df (u). (3)‏ 
الرهان: 
وفقاً للنظرية 15.1 بمكننا كتابة : f(x + tu) — f(x) = df (tu) + R (x, tu),‏ 
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ااا 
لاحظ أن ul = d (0, tu) = t‏ باستخدام خطیه ال » نری أن: 


f(x + tu) — f(x) df (tu) t R(x, tu) 


i 1 
tdf {u) + R(x, tu) 
! 


df (u) + ل‎ 
ul 


وعندما يؤول ۲ إلى الصفر يؤول الطرف الأيسر إلى (#)أر 2‏ وكذلك يؤول الطرف الأين ٠‏ 
إلى .d u)‏ 

وتعر المعادلة (3) للنظرية 15.2 عن طريقة حاصل الضرب القياسى لحساب المشتقة 
الاجاهة وهي طريفة شائعة في حساب التفاضل الابتدائى ؛ لأنه بكتابة (س)ال فى صورة 
مفكوكة نرى أن (3) تصبح : 
d(x) = f (x)u, + b(xJu, + ... + Î (xu, (4)‏ 


ونوضح ذلك بحساب (۸×) 0 مرة أخرى للمثال 15.2. 


٠۴5.4 مشسال‎ 


نفرض آن ٤‏ دال على ٤‏ معطاة بالصيغة: 


٣ 


f)» = XX, FX 


E 


1 1 ET 
ب )د‎ x= {Û, 1) وشرص إل‎ 
E 
f (x) = x, = 1, (x) = X, + کت ر×2‎ 2, 
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7 فمن )4( نحصل على : 


E 


1 1 
DN) =1 +2: = 

ومن الواضح أن المشتقات الحزئية للدالة الشابتة تساوي صفرا بالتطابق . وعكس هذه 
اللاحظة ليس غر بسيط وحسب بل وعميقا ويعد نتيجة مفيدة . ففى الحالة أحادية البعد 
استخدم قانون القيمة الوسطى لاإثبات أنه إذا كانت '؟ تساوي i‏ بالتطابق » فإن ۴ دالسة 
نابتة . وفى الصياغة الحالية للفضاء "۴ يكن مرة أخرى الاعتاد على قانون القيمة الوسطى 
لأثبات النظبر نوني الأبعاد للنتيجة السابقة . وهذا الاستخدام لقانون القيمة الوسطى ظهر 
الفعل قي برهان النظرية المساعدة 15.1. والآن نستخدم هذه النظرية المساعدة مرة أخرى 
لرهان الماثل نون الأبعاد لقانون القيمة الوسطى . 


نظر ية 15.3 : 
إذا کانت ؟ دالة على ۴ حيث مشتقاتها الحزئية مساوية للصفر بالتطابق فى الفتة المترابطة 
الفتوحة فإن ؟ تكون تابتة على 0 . 
الرهان: 
نفرض أن × نقطة اختيارية في 2 وأن > =(×)۴ . نعرف الفٿتین 8 و 4 كا يلي : 
A= {pED:ffp)=c}. B= {pED:f(p)#c}.‏ 


شت أن © = 8 . فى البداية نلاحظ أن النظرية المساعدة 15.1 تضمن اتصال ۴ على 0 . 
ومن اتصال ۴ یکنا أن نستنتج أن 8 مفتوحة؛ لأن 8 هي معكوس الصورة للفئة المفتوحة 
(» . ) لا (ء, » -) . وأيضاتكرن ۸ مفتوحة؛ لأآنه إذا كانت ص في ۸ 
و 2 € (م),N‏ » عندئذ وفقاأ للنظرية المساعدة 15.1 تكون 0 = (م)؟ - (م4 + م)؟ 
لکل می )N)0(‏ . ومن تم فال مھ + م في ۸ ولدا فإن م نقطة داخلية للفثة ۸. 
والآن فمن الواضح أن 8ل ۸ = ۲ حیث 8 و ۸ فتتان مفترحتان غر متصلتن . وإذا 
کان كل من ۸ و 8 فية غر حخالية لكانت ( غير مترابطةء ولذا فإن احدى هاتين الفثتين 
بحب أن تكون خالية . وحيث إن ۸ تحتوي على النقطة × فإننا نستنتح أن 8 خالية» ومن ثم 
فلکل م فی 0 تکون € = fp)‏ 
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ماریسن ا ا د ا 


1- عين إل للدالة والنقطة المعطاتين: 


I(x) = xx, + xX 6 x = (2,3) رأ(‎ 

(x) = XK, F XK, F XX x= (1, 3, 2). (س)‎ 
TTX 

(x) = x xx sin | [ eS ) (ج‎ 


# - استعن بالعادلة (4) ٤‏ تعیین (×)؟ 0[ للدوال الواردة ف غارین 15.1.2-15.1.5 


3 - استعن بالعادلة (4) ف تعین ()] 5 


TA : 
(0) = x) + cos | a ) x= {1,2) ¢ uz (2,4). أ(‎ 
f) = x xx, ¢ x= 3, 1,2) <¢ u = 2.-2, 1) (ب)‎ 
f(x) = x ~ XK, F XX, CL ( @ 


i ly Lr 


4 استعن بالمعادلة (4) والنظرية 13.1 لاثيات أنه إدا کانت ٤‏ دالة على "۴ ذات مشتقات 
جزثیه متصلة في 0° فإنه لأی u‏ وی × فی 2° یکون: 


س | فا 


af (u)| < > f(0} (5) 


(5) وبذلك تصل |(س)ا»| إلى قيمتها القصوى. 


6ے انت نة اا جرت اللدالة ] قيمة قصوى )×۲١۳١(‏ نسبية عند النقطة × فى 
DCE‏ , وکان کل من مشتقاتہا از ية موجودة فى 0° فان ' 


وكل مشتقة اجاهية عند × تكون صفرا: 
D fx) = 0.‏ 
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7 أثبت أنه إذا کانت ۴ دالة عل ۴ بحيث إن f‏ ورا محدودتان داخل كرة ما 
N )×(‏ . فإن ‏ متصلة عند ×. 


(ارشاد: استعن بالنظرية المساعدة 05.1 . 


۸ أثبت أنه إذا کانت ٤]‏ دالة على ۴ بحیث أن ,۴ ور محدودتان في فثة مفتوحة 0 فإن 
متصلهة عل 5 . 


The Chain Rule قاعدة السأللة‎ 3 


في النظرية أحادية البعد كان مفهوم الدالة التراكبية (ءااومصصهء) مفهوماً بسيطاء ففي 
المناهح الأولية تذكر عادة الدالة التراكبية بوصفها «دالة الدالة». وہذه الصياغة تكفل لن 
فاعدة السلسلة حساب المشتقة لثل هذا التراكب بسهولة. وني النظرية متعددة الأبعاد تبداأ 
التعقيدات من الفكرة الأولية عن الدالة التراكبية. على سبيل المثال فإنه يمكن أن. يكون لدينا 
من الدوال المختلفة ي E‏ لتعيس الاأحداثيات ١‏ للنقطة ي ٤‏ نطاق ۴ء بذلك 
F(X) = F(x, ..., x) = (E (%), ... . 8" (%) ). ili‏ 
وعلينا فى هذه الحالة أن نبحث عن قاعدة السلسلة الق تعطى المشتقات الحزئية للدالة ۴ 
بدلالة المشتقات الحزئية للدوال وء¿ عع . ا فإن هذه النتيجة قابلة 
للاستنتاح . وفي الواقع فإنه بشروط الاتصال تكون المشتقات الجزئية للدالة ۴ بالاحدائی ا 
هي صورة النقطة : 


)"4 4( بمتأثير الدالة الخطية أل » حيث 
)2"6 . )8( = ¶ . مكنا التعبيبر عن ذلك بفعالية أكثر بالاستعانة بالتمثيل 

بواسطة المصفوفات للدالة الخطية ,٤ل‏ » كحاصل ضرب مصفوفتين : 
(x)‏ 


ا 
(x)‏ 


f(0 = [f (q) £.(q) -.. f (a) j 


(11 
E, (x) 
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ولتجنب الغوص في صعوبات الرموز لن نشت هنا قاعدة السلسلة للحالة نونية الأبعاد. 
وبدلا من ذلك شبتها فی حالة خاصة عندما 2 = 1 . وهذا يسمح لنا بالعمل بدون الأدلة 


}1( }2 
0 ر 


الفوقية باستخدام ٣‏ وع بدلا من عو 


نظرية 15.4: قاعدة السلسلة فى ”ع . 


نفرض أن کلا من ٤‏ وع وط دالة في ۴ . نفرض أن للدالتين ع وط مشتقات جزئية 
متصلة في كرة حول النقطة × وأن للدالة ؟ مشتقات جزئية متصلة فى كرة مفتوحة حول 
النقطة 4 حيث e n(%))‏ = ي . وإادا كانت ٣‏ ھی السدالة التراكية العطاة بالصيخة 
len) n(p))}‏ = (۴ » فإن ۴ ها مشتقتان جرئيتان متصلتان في كرة مفترحة حول »م 

: معطاتان بالصیعتن‎ 
F(x) = f(a) g,(%) + bq) h(x). 


F(x) = f(q) g(x) F F(q) h(x). (1) 


ملاحظة : برموز ليبنتز (1۲2١10ع1)‏ الشائعة تأخذ العلاقتان (1) الصورة: 


IF _ û dg af oh 
dX, dE dX, ah x, 
ûF _ dE df ûh 
OX, dg x ah dX» 


الرهان: 


: ونعرف أيضا‎ Ax = (Ax, AX,) yg X= (XX) دتا‎ 
&q = (e( + Ax) — ()x)) , h{x + Ax) ~ n()) (2) 


ومن حأاصهة ا (النظرية 5.1( ل 


g(x + Ax) — g(x) = dg, (ÃX) R(x, Ax). 


h(x, Ax) ¬ h(x) = dh x) + R(x, 4x). 


F(x + Ax) — F(x) = f(q + Aq) = f(q) = df, (4q) + R,(q. 44). 
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حیث توول ادود الباقية RK,‏ ۾ Kg RK‏ ای الصفر بسرعة. وتعویصس هله الصيغ في (2) 


Aq = (dz (4x) ْ dh (4x)) + (R(x. Ax) “ R(x, Ax)), 
: ما يعطي‎ 
df, (Aq) = df (dg (Ax) dh, (Ax) + di, (R(x. Ax) “ R(x, Ax)) 
و ذلك فان‎ 
T(x, Ax) —~ F(x) = df (dg, (4x) ُ dh (Ax)) + R(x, Ax). (3} 
R(x, Ax) = df (R.( Ax) ¢ R(x, Ax)) + R(q, Aq), (3a) 


ونلاحظ أن وك ,ي قي الحد الأخر تتحددان ب ×وجك . والان ومن تعريف بأل 
dh, (4Ax»)) = f (q) dg (Ax) + E(q) dh (Ax)‏ م )>4( df (dg,‏ 
f (q) {8) Ax, + g(x) Ax, } (4)‏ = 
f(q) {hı (x) Ax, + h, (x) Ax, }.‏ + 


وللحصول على المشتقة الحزثية (×),۴ » نضع في (4) صفرا بدلا من رد ثم نعوض في 
(3)» وبعد ذلك نكوّن خارح قسمة الفرق بالقسمة على ,×۵ ٠‏ والنتيجة هي : 


F(x + Ax) — F(x) f (q) 1 ۾‎ («( Ax, + 0 
Ax, Ax, 
LQ {hO Ax +0} ROAD 
Ax, Ax, 
R(x, Ax) 


= f (q) g(x) F L(q) h(x) + 
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وبالثل. للحصول على F(x)‏ سستحدم (رچھ ,0) = جل روصل إل : 


١ R(x + Ax) 
e. f(q) g(%) + f(4) ha) + r 6) 
Ax, Ax 


بمقارنة (5) و (6) بحدود الطرف الأيمن ل (1)» نرى أن إثبات (1) يكافىء إشات أن الحد 
لباقي ×۵ / (×ھ ,۸)4 يؤول إل الصفر عندما ,×4 يؤول إلى الصفر (1= 1 أو2. 
وجا أن رال دالة خطية مكنا ضرب (34) في »1/14 لنحصل على: 
R(x, Ãx)‏ 
x‏ 


R (x, Ax) R. (x, Ax) Rd, Aq) 


4 a) ا‎ 


(7) 
| ax | 


وعندما تؤول ,× إلى الصفر يؤول الاحداثيان في الحد الأول إلى الصفر وتكون إل 
4 ۴ : چ ٤‏ 
۾ ). ولکي نبين أن الحد الثاني في (7) يؤول إلى الصضء نتذك أن: 


Aq = (8 (4×) + R(x, Ax) “ dh (Ax) + R(x. Ax)) 
حطان نه يو حد عدد ¥ عحبث ال‎ dE, dh, وا أن‎ 


ag, (ax)| < max | » lah, (Ax | < Max, |: 


ریکننا اختیار M‏ كبيرة بدرجة كافية لکی يکون: 
|R,(x, 4x) < max) gy (R(x. 4x) < MÎax|.‏ 
وبذلك ينتج أن: laall < 4mlax;|.‏ 
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|R.(q, Aq) 4M |R.(q. Aq) 
اا س ڪڪ‎ EO COE OEE 


4x 4q 


وحيث إن 0= |أهك| | نا فإننا نستنتح أن الحد الثاني في 7 يؤول إلى الصفر عندما 
ج ax‏ ا 
بؤول ×ك إلى الصفر غا يحمل الرهان. 
نستعرض قاعدة السلسلة فى الخال التالى. 
وحيث إن هذا النمط من المسائل يعتبر عاديا فى حساب التفاضل الأول فإن هدفنا 
الأساسى هنا هو تعويد أنفسنا على الرموز. 
مثال 15.15: 
نعرف الدوال ۲,ع٤‏ و۴ کیا يلي : 


f(x) = XX: g(x) = x sin xX, h(x) = x 


FO = flg(x), h(x)). 
: عندئذ فمن (1) نحصل على‎ 

F(x) = flg(%), h(x) g,() + fl), h(x)) hs) 

= [h(x)T sin x, + 2g(%) h(x) ° 2x, 

= (x ¬ x) sin x + 4x (si x) (%7 = × ( 

= (x — x) [5x — x] sin x. 
F(x) = fl{g(0), h(s)) g(x) + Llg(x), h(x)) h(x) 

= [h(%)] x, cos x, + 2g(x) h(x) (=1) 

= (x ~ x) x cos x, — 2x, (sin x) (x — x) 

= (x ~ x) x, [%7 = x) cos x, ~ 2x, sin x] 
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٣ e ET ١ 
٠× ومن لسهل في هذ امثال آن نتحقق من المشتقات بکتابة ۴ صراحة بدلالة‎ 
F(x) = x, (sin x,) (x = Xo) < 


والان يکن حساب r,‏ و مباشرة» والمقارنة مع العلاقات الناغة. 


غاریسن اسسا 
1 2 
معطى أن XX‏ = ()؟ , (ر× + cos )2x,‏ = (٭)ع ۰ 
F(x) = flex), h()} « h(x) = sin (x, 3%)‏ عن F(x) « F(x)‏ 


: 1 8 ) 


.F() «Fy(%) jı « F(x) = flex), hs) 


8ے تفرص أل F(x) = le), h(x))‏ حیٹ را 3 موجودتان , u g(x) = XK, COS XK‏ ۰ 
ج ۳ ۰ : 1 | 
ر× S1۳‏ ,× = (ی)ط ین آن: 


F(x) cos Xx, ~ F(x) 5 flex)» h(x). 


COS X 


F (x) sin X, + F(x) ج‎ g(x), h(x)}, 


) 1 


1 ٌ : 
[rlgco,hoO)] + eles, (J = F0] + ٍ [E,0 . 
(The Law of the Mean) قانون القيمة الو سطی‎ 4 


النتيجة التالية هي قانون من نمط قانون المتوسط (نظرية القيمة الوسطی) للدوال فى "ع . 
ولا وجل سير هندسي للحالة نونية البعد مثل ذلك التفسير المعروف للدوال المع فة 
على فر ف 8 61). ومع ذلك هناك تعميم صحيح بالعنى التحليل . 
ولنتذكر أن فانسول المتسوسط ينص عل وجود علد)> بن ا( ,و re‏ 

۴)٥( ) - ۵(‏ = (ھ - ط)؟ » وحیث إن ٤‏ دالت قابلة للتفاضل على [ط ,ه] . وحيث 2 


۳ 
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'{c) (b — iû)‏ هي قيمة التماضصل ,أل عند العدد (ه - ط) . فإن ذلك يفرض علينا 
صر ورة الببحث عن نقطة متوسطة حيث يأخذ التفاضل قيمة الفرق بين قيمتى الدالة. 
نظر ية 15.5: قانون القيمة الوسطى . 

إذا کانت ۴ دالة على ٤"‏ ذات مشتقات جزئية متصلة في كرة مفتوحة حتوي على 
لنقطتين رر× فإنهتوجد نقطة م على الحزء المستقيم بين ,× بحيت إل 
f(y) ~ f(x) = df, (y = x)‏ 
الرهان : 

على الرغم من أن النتيجة صحيحة فى E"‏ لکل ١‏ فإننا نشتها في حالة 2= 1 . تفرص 
ان جھ ترمز إلى (ر× - رل٤‏ × = ,ر) = × - ر وجب أن نبين أن هناك عددا س 
۱] و 1 یحیث انه إدا کان p zx +t {y — x)‏ فان : 
f(y) ~ f(x) = f (p) Ax, + (Pp) Ax.‏ 

نعرف الدالة ۴ من [1 ,0] إل - ف E‏ کد (composite) aShرت all‏ 


F(t) = fix + t[y — x] = IR FIA. (AX). 


ومن قاعدة السلسلة فإن ۴ قابلة للتفاضل على [1 .0] ولذا وفقا لقانون القيمة الوسطى 
(نظر ية 6.3) يوجد عدد ”1 بحيث إن: 


F() — F(0 
F(t") = ي‎ = f(y) — f(x). 


: وإذا كانت [× - ]ا + »× = م . فإننا نحصل من النظرية 15.4 على‎ 
I(y) ~ f(x) = F(E) = F(t) 
d 2 
= ا‎ )p( 8 (x, + tAx,] + L(p) — [x Ax 


= L(p) Ax, + E(p) Ax» 


df (Ax).‏ سس 
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Mixed Partial Drivatives  ةطلiخkا‎ ةıiزۍخا المشتقات‎ 55 

لاحظنا فی مثال ۱5.1 تساوي المشتقات الجرئية المختلطة من الرتبة الثائية مثل رر ر۴ 

وف النظرية التالية نشت أن هذه الساواة تتحقق طالما كانت إحدى هاتين المشتقتين ٠‏ 

المختلطتين متصلة .وک سبق فإننا نتجنب الالة العامة نونية الأبعاد وندرس فقط الصياغة ' 

في حالة البعدين . والنتيجة صالحة» مع ذلك للدوال فی "۴ . بالفعل» فالبرهان الذى 

نورده للدالة في Eًُ‏ سیکون ا لای عدد من الأبعاد . والسب یکمن فى الاحتفاظ عند 
حساب را » ي٤‏ بجميع الاحدايات ثابتة ما عدا احداثيين اثئين . 


نظرية 15.6 تساوى المشتقات الجزئية المختلطة ' 


i 4‏ 1 4 
| تفر صسں ان ؟ دالة عل E‏ اجس ال el‏ ا مو حوده داخحل كرةماً N(x)‏ 4 
وأل متصبلة على × ندید تکون ۰ موحوده عند × ویکون (±), چ (×)ر؟. 


إلرهان. 

نفرض أن ×۵ نقطة قريبة بدرجة كافية من 0 بحیٹ إن (۸))۸ € »4 + »× » ويْعّف 

2 
: بالصیغتین‎ ))-8 ٠8( C ۴٦ وع (علی‎ ) 2 ٣ ۴ الدوال ۵ (علی‎ 
(Ax, Ax) = x, F Ax, X, + AX) ¬ f(x, + Ax, x») 

f(x, x, + Ax)) F F(X, x) (1)‏ - 
و g() = f(x, + Ax.) ~ fx, Û.‏ 
(لاحظ أن ۾ معرفة لقيمة خاصة ,× » تبقى بعد ذلك غر متغرة) . عندئذ فإن: 


وما أن رگ موجودة داخل N,)«(‏ فإن ط قابلة للتفاضل عندما تكون ا قريبة من ر×. وبذلك 
ووفقاً لقانون المتوسط (نظرية 6.3) يوجد عدد ما اي (1 ا 


رھ (ر×ھرا +٣‏ ,)اع = (×ھ)م 
)2( 1 
Ax».‏ رر L(x; XxX, Ft‏ - ((ر×شر) (x EOE‏ 
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والآن نأخذ بالاعتبار (ر×هرا + ر× ,»)۴ كدالة في × وهي قابلة للتفاضل ‏ لأن ,رأ 
موجودةء ولذا يمكن استخدام قانون المتوسط (النظرية 6.3) لكتابة: 
{E(x FAX, Xx, + LAX) — (x, xy + Ax)‏ 


Srl, FA, x f Ax) Ax, 


لقيمة ما ل ا ٤‏ (1 ,0( . وبتعویض هذه الصيغة في (2) نحصل على : 


(Ax) = Ax Axٍf (xX, + Ax, Xx, + AX); 


اش 2 
ويذلك فإن: 


(Ax) 


Ax Ax, hb (, ¥ AX, xX + tرھxر).‎ )3( 


رما أن ٤,‏ متصلة عند × فإن الطرف الأين للعلاقة (3) يول إلى (×) ٤,‏ عندما يؤول 
كل من ,جد ور×ك إلى الصفر أي عندما إا×ك|| تؤول إلى الصفر. ومن تم فإك: 


(Ax) Î 
| E ) 
| Ax, Ax, 2)) (4) 
× #[ 


ويضمن لنا اتصال ,را أن النهاية (4) هي نفسها مهى| كان السار الذي عليه توول × إلى 
0 . ونذلك مکنا حساب هده النباية بطر ية النہاية المكررة أولا بجعل Ax,‏ توول 0 
الصفر تم بعد ذلك جعل AX»‏ تول اف الصقر . ولتطبیق ذلك نعرف دالة علدية أخحری ۸ 


بالصيغة : 

h{s) = f(s, XxX, + ر×4‎ ¬ f(S, x). (5) 
من (1) نحصل على‎ 

((AX) 1 h(x, + Ax ) — h(x, ) 

Ax Ax, Ax, ۰ ۰ 0 


1 


ونعلم أن 1 قابلة للتفاضل لأن ,۴ موجودة ولذا يتقارب خارج قسمه الفرق فى الطرف 
الاين للعلاقة (6) عندما توول × إلى الصعفر. وبتجمیح ذلك مع )5( نحصل على 
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. Hm 
لل‎  -+أ[‎ 


(A) 71_ 1 
| Ax Ax, ا‎ Ax h(x) (7) 


| 3 1 {f(xy 1 Ax) 7 f(x, J 


j 


والطرف ا هو خارج قسمة ألفرق ل (×ارا وقد افترصنا وجود ,| . بدلىك وېجعل 
ر×ك توول إلى الصفر في (7) نجد: 


| é(Ax) Î 
ج ب‎ ۴ 8 
(i | × (ک, رھ‎ (8) 


ومن ثم وفقا ل (4) و (8) نحصل على (٭)ر؟ = («)ر؟ . 


مار یسن 15,15 


| معطى أن | ×| = («) . أوجد نقطة ص على الجزء المستقيم من (1.0) = "م 
إلى ( ,0) = ٠‏ الذي بحقق قانون المتوسط أى : 


f(e”) — ffe) = df (e — e) 
.)1( معطی × + ,×3 = (٭)۴ » أوجد النقطة ص كا في تمرين‎ -2 


3 أوجد كل المشتضات الحزئية من الرتبة الثانية وتحقق من تساوى المشتقات الجزئية 
اا 3 


h(x) اا ڪه‎ ( 2 E(x) ج‎ Xx sih Xoy (ب)‎ f(x) أ(‎ ١ 


اوجد (ر×.0)] “> (0.×) واستعن ا لتعيين (0)ر ۴ء (0) ٤,‏ . لاذالا 
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6 نظر ية الدالة الضمنية 


The Implicit function Theorem 


ا سس 
بو جحد ف حس اتی التقاضل وأخلدسة التحللية وصح تر ھل فره کمتال بقاعدة مأ أو معادلة 

ما ونامل أن تتحدد احدى الكميتين كدالة فى الأحرى. على سبيل المثال يكن وصف فثه من 

انقط فی ”۴ ككل النقط التي تحقق احداثياتما المعادلة : 

(x) = f(x, x) = 0 (i) 

تعصطی المعادله )1( عللاقة ضمنية بال کک رک ونتوقم وحود دالة عددیه | حیتٹ ا 

XxX, = (x, ) (2) 


تصف نفس النقط المعطاة بالمعادلة (1). المعادلة (2) هي علاقة صريحة بين ٠×,‏ × . ومن 


لمفضل دائ آن يکون لدينا علاقة صر جه لاضمنية» ولكن ليس من الممكن دائ ا لحصول 
عل دل ا ملاحفلة ذلك من العلاقة الضمنية المعروفة التالية. 


مشال 15.6 : 

نفرض أن ٥‏ هى «دائرة الوحدة» في ۴ . أي أن ٤‏ تتكون من كل النقط × بحيث إل 
f(x) =x +x — 1 = 0. (3)‏ 
ومن السهل حل ر× بدلالة ,× : 


K>‏ ست 
EE 1I—x ; (4)‏ 


ولکن هذه العلاقة لا تعطى ر× کدالة في ,ی لأنه لکل × بین 1 و1 تو جد قیمتان ل ر× 
قتان العلاقة (4). ولتعريف دالة (,×)م أحادية القيمة ل × نحدّد (عizاةعه!ا)‏ المسألة. 
وبذلك فلا نحاول اعطاء دالة واحدة | بحيث إنه لكل X‏ ف 1î‏ ,1-| | یکول : 


(5) ,1 ت )0(0 + Xx,‏ 
ويدلا من ذلك تأخذ في اعتبارنا تلك النقط من ° ع في جوار ما للنقطة م على ٤‏ (انظر شكل 
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O . (15.1‏ قق حقق (5) لجحمسيع قيم × 
38 ۶> ,× > 5 - رم . واضح من الشکل 15.1 أنه مکننا اختیار: . 


(= ج‎ %٤ é4 XE N.(p}: 


شکل )15.1( 


وهن لمكن ا احتبار: b' (x) = TT ¥ 1x x € N.(q):‏ 
ولکن لا توجد داللة ۵ في آي جوار للنقطة (1,0) أو ( (0, 1-) قق (5)» اد کل که 
حول )0 ,1( أو حول ( (0, 1 2 حتوی e‏ ألنةط دات الاحداثي الأول نفسه. 


ورزر ال تانق صر ورة النظرية الثالية ویستعرضها فی أن وأسحد, نیا نطرية وجود 
»exe€ theorem») 4i‏ eاuاp)‏ تضمن لتا وجود دالة ضمنية ما دون أن تعطينا طريقة 
لتعيين سذه الدألة. دلكڭ هي تعسطي عللاقة صر که لْشْتقّة ده الدالة االضمنية 
المرأوغة». 
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نظر ية 15.7: نظرية الدالة الضمنية. 
نفرض أن f‏ دالة ذات نطافق 2 في ۴ وأن م نقطة في 5 . إذا كانت 
ا = (م)ا e‏ ۶0 (ص)£ › وکانت ر ر٤‏ متصلتین في کرة ما (م))N‏ : 
فانه توحل فة مقتوحه ,] حول .م وفترة مفتوحة ,1 حول رم ودالة وحيدة 4 من 
1 إلى - في ر1 بحيث یکول : 
اا لکل × في 1: ا)٤‏ ×) في (م)N‏ و 0= (( ٥۵)‏ ,× 
‘(Pp ) =p, (ii)‏ 
(اآآ] فط متصلة عل 1؛ 
(ان) اذا كانت ۴ متصلة داخحل N)p(‏ . إن '% موجودة ومتصلة على ,1»> ولكل ,× 
في ,1 تکون 
p(x) = - E.‏ 
( )۵ ,× 
الرهان : 
حيث إن ر متصلة وغبر مساوية للصفر عند ص فإنه توجد فترتان مغلقتان ا[ حول , » 
J,‏ حول رم بحیث یکول : 
J xJ = {xEE:x, EJ, <“ xy EJ} CN(p)‏ 


إذا كان <[ × ,[€× فإن ۶0 (×)ر؟. 


نس فى البداية أنه لكل × من ,[ يوجد على الأكثر قيمة واحدة ر× من رل بحيث إل 
f), x) = 0‏ . نفرض أن ى × هما هذان العددان اللذان يحققان المعادلة السابقة 
للقيمة × نفسها. استناداً لقانون المتوسط (النظرية 6.3) يوجد عدد سا بين ر× و × (وبذلك 
یکون س في رل) بحیٹ إل : 
f(x, x} — f(x, x)‏ 
U;‏ 2 ا ل = )ل ,)ا 


7 
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ولکن 0 # L(x)‏ لقيم ٤ X‏ 1 × ل وهذ! التناقتض يسين أن × » Kk‏ لا کن أن 
تكونا ختلفتين . والآن نعف: ! 
F(x) = f) (6)‏ 
وتالا فلن 0> (ط)۴ وإدا كان > ± رم نقطق الهساية للفترة ,3 » فإن 
c(۶ 0‏ ± رم FP,‏ . وبدلك فإذا عرفا: 

¢ = 2 min Fp, Pp, = €) , FPP, F cp, 
فان‎ 
F(p,, Pp, š ¢) z 2e > Û. (7) 
. P٫ 4C أو‎ P4 7 ©; مثبت عند احدى القيم‎ X وان‎ XK ولنعتر مؤقتاً أن ۴ دالة فى‎ 
«1 بحیث انه نکل × ف‎ i e وما أن ۴ متصلة فى × فإنه توحد فترة مفتوحة‎ 
F(x, p)<e ¢ Fx, pP tze. (8) 
(مثبت) في ,[ تکون ۴ متصلة في × ولذا‎ × Nl GS والان نعتر ۴ دالة عل‎ 
فهى تصل إل قيمتها الصغرى على الفترة المغلقة دق وتبين (8) أن هذه القيمة الصغرى لا‎ 
يمكن أن تظهر فى نقطة م ن نقطتي الناية . وإدا كانت × نقطة داخلية في ج ته‎ 
دہ القمة | الصعغرى. فإنه وفقا للنظر ية المساعدة 6.1 يكون:‎ 
En (9) 
وإذا أخذنا تماص (6) بالنسبة إلى ,× وأخذنا في الاعتبار (9) نحصل على:‎ 

f(x, xT) BX, x) = 0. 

وحيث إنه لا يكن ل ١‏ أن تنعدم عند هذه النقطة فإن ذلك يؤدى إلى : 


f(x, x) = 0 (10) 


وبذلك نعرف الدالة # على ,1 بالصيغة : 
(x) =»‏ 
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ونختار "(,[) = ,1 . بذلك نحصل مباشرة على أن ف تحقق النتيجتين (ان). (1). 
ولاثہات أن ض متصلة» ناحذ × ٤ 2 e‏ ,1 دستعای بقانوك المتو سط e‏ 
f(x, , (x) — f(z, 0(2)‏ = 0-0 
[f(x ox) = fx, o(z))] + Lfl %0) = f2, %(2,))]‏ = 


= f(x, )ى‎ (0(x) = 0(2] + [ftx,. 4(2) = fiz. *(2)] 


لطر مايين ( )4 »> (z)ل‏ . ولذا فإن: 
fx,» %(z,)) f2, %(Z,))‏ 
)11( 1 ا ل = =( )نض = (p)xل‏ 
(X,s f)‏ 
والأن فال ا وعدم انعدام ر عل * 1 يؤدیال ا 
lim [%() - $ )| = o;‏ 


ی أل ۵ متصلة عند 2 
ا لااتات (iv)‏ تفرص أن مو حو ده ونطق فانوك التوسط على سط الطرف الاين 
للعالاقة (11) . وهذڏا يعطي عدداً غ بين 7 ا 


(z2) |x, =z‏ ,5ا1 
L(x,» pL)‏ 
(x) ~ (2Z, ) lé, 0(2, )) )‏ 
E E e E Ca )12(‏ 


وتتحقق المعادلة (12) لأي ,× » ,2ء في ,1ء وعندما تؤول × إلى ,< يكون لدينا أيضا أن 
£ تول إلى ,± وتؤول (×)4 إلى 4)2 › مما يؤدي إلى أن مم يؤول إلى (رل)+. ومع اتصال 


£ چ دلكڭ : 
ft, | f(z,‏ 
)13( ل س ت ا _ — (Zz) —~ lim‏ 
f(z, (2))‏ )ا f(x,‏ 
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وكا تبي المعادلة (13) فإن ۵ هي النسبة بين دالتين متصاتينء وبالتالي فهي نفسها (أي '4) ' 


دالة متصلةء وهكذا يكتمل الرهان. 


ولنطرية الدالة | ضسمنية e‏ و تعمیےات متعددهة . وعلل و حه العموم ادا و حلت معأدلة 4 
عطي علاقة آو ارتباطا بين Ni WEHEY m + n‏ 


ای لنطر يه ن ال E‏ ا 


نظر ية 15.8 : 
نفرض أن ۴ دالة نطاقها 2 فی ۴ وأن م نقطة فى ٥‏ . إِذا كان 


fp 20 fp) =0‏ و را و ا متصلة في كرة ما (م).×: 


فإنه توجد فترات مفتوحهۀ ,1 حول ,م» را حول رم » ,1 حول پم ودالة وحيدة ‏ من ؛ 


£ × ر1 إلى ۔ فی )٤٥(‏ پ1 بحیٹ إِن: 


() لكل »× في 1× را ×[ تکون × ٤۵)‏ ر×») في (م)N‏ ۰ 


.)&,, ×, ° (x, × = و0‎ 


(Pp. Pj) = Py (MD) 
.1 ×] متصلة على‎ 4 )( 


: یکول‎ 1 2 1ٍ ٤ (X1, x) ولکل‎ N(p) ر موحودتال ومتصاتان عي‎ %, (iv) 
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F(x», 0%, x») 
9) = 


EE) 


x j دد‎ E) 


= (ر× )رف 
x)‏ .,%(0 . ,,*| 


430 


www.afr1qa-sat.com 


عاریسن 56 _-_ .ل ل سس 


TEEN‏ 5-1 ما إذا كانت الدالة تحقق فرضيات النظرية 15.7 (أو 15.8) في جوار 


األقملة العملاة م . 

p= (0,1) :; f(x) = xî + x — 1 -_ | 
p = (1,0) ; f(x) = xî + x —1 
p (0,0,1) “ f(x) = (x 4 x 4+ xX) ~ COS X, 2 
p= (1,1) ; f(x) = xXx, + log XX» _4 
p = (0,0) ; f(x) = {f + xX) (1 — [x + 2)} ٤ 


٥‏ هل توجد دالة ۾ على ۴ تكون متصلة عند (1,1) بحيث إن: 
3 3 
((X,, x) — 4 = 0‏ ر×3 = X, F xX, + |+, x]‏ 
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الفصل السادس قر 


16 


Eًُ ٤ المساحة والتکامل‎ 


Area and Integration in Eًُ 


16.1 التكامل على فته ګڪدودة 
Integration on a Bounded Set‏ 
f» TT 4‏ 2 : 

النظرية التی نوضحها هنا بالتفصیل یکن ان تنجز فی ۴ بدلامن ٤۴ء‏ ولکن کا ی 
السابق فإنه من الأسهل أن نتکلم عن المستوي ونتخيل أمثلة في المستوي . إذن نقدم النظرية 
في الحالة الخاصة وهي حالة البعدين . 

فة امه فان التكامل مل قمة متو سطة «aAVE€ETAag€ value»‏ دال f‏ عل فکه جرليه )0 
من نطاقها. هذه القيمة المتوسطة تقرب بجمع قيم الدالة ۴ موزونة بقاييس الفئة الجزئية من 
)1 وال دد هذه القيمة المتوسطة. 

لنفرض أن ۴ دالة نطاقها الفئة المستطيلة إ4 ,ء] × [ط ,ه] . أي أن: 


R= {x€eE :as<x <b 4 C&SX < d} (1) 


فى كل هذا الفصل تعنى كلمة مستطيل الفثة التى على شكل (1)؛ أي أن أضلاعه موازية 
للاحداتیات ا والصاديةء Car‏ فة معخافة 4 دا در س دل . الشكة (net) N‏ 


على ۸ هي فة جزئية من ۸ محدد بالتجزيء ,9 («ه0اااادم) على [ط ,ة] والتجزيء ر# 
عل [c, dl‏ أدل فال 


N={xEeR:x EP أو‎ x € P,} 
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الفئة ,۶ 6 ,× :۴۸ 6 ») تتكون من عدد نهائى من الخطوط الموازية للمحور ر× وال 
تقع نقطها النهائية على حدود ۸ . المثة fxER:x ER}‏ تتکون من عدد نہائی من 
إذن تحدد الشبكة ۸ عددا هائيا من المستطيلات المغلقة ,۸ والتى يكن اتحادها ۸ أما 
تقاطعها هو على الأغلب خطا (انظر شكل 16.1). ندع (4)۸ تمثل مساحة المستطيل ,۸ 
الذي يكون ترتيبه ¡ ولنفرض أن ||| تمثل معيارا للشبكة N‏ والذي يعرف بالقيمة 
العظمى لأطوال أقطار المستطيلات ۸. 


f= tT, 


تعر يف 16.1 : 
يقال : بأن الدالة ۴ قابلة للتكامل على ۸ بشرط أن تكون إالناية: 


7} 
im Zu fp JAR) 


Nia =1 


موجودة» في هذه الحالة فإن قيمة النهاية تدل على ۴ إل . ويعني مفهوم النهاية هذا أنه إذا 
R‏ 
کان 0 < ٠‏ فإنه يوجد عدد موجب 8 بحيث تكون لأي شبكة بمقياس أصغر من 8 ولأي 
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فثه من النقاط {Py‏ بحیث یکون ۴ € "م . فإِن: 
A(R; <8,‏ م ے2 f‏ أ 
i= 1‏ 

مثال 16.1: 

لنفرض أن × = («)۴ لكل × في المستطيلل ۸ والمعطى في (1). نفرض أن ٤‏ قابلة 
للتكامل عل R۸‏ ولحسی شمه التكامل . لر ضر ال a‏ 2 جزيء للقشترة 
la, b|‏ وأن fb‏ @ جز یء للضترة cC, dj‏ کےا هو موصح ٤‏ الشكل 16.1 . 

لنفرض أن .۸ هو المستطيل ذو الترتيب أ¡ والمحدد بواسطة الشبكة المقابلة للتجزيئين 


۶ ۶ . إذا کان ۸ هوواحد من ٦‏ من المستطیلات بحیث إن لکل × في ۸ ؛ 
(i‏ 
ا » فانتا نختار ”م بحيٿ پڪسون 2/( )u, + u,‏ = "م » وهذا 


k= ِ kK 


أ 


دا 1 سرا ڍا سر ړم | دح 


| 
چ نے کے کے 


هذا السبب» فإن لكل شبكة على ۸ هناك اختيار مناسب (م) يعطي مجموعا تقريبيا 
تيمته 2/ 7ه - ”) (ءع - ك) . هذه المجاميع لا بد أن تقرب إلى ناية؛ وذلك يعرد 
لافتراضنا بقابلية ۴ للتكامل إذن فإن القيمة الوحيدة الممكنة للنهمابة هي 
(d — e) (b - a) /2‏ 


تعر بف 16.2 : 
يقال : بأن الدالة ۴ قابلة للتكامل على الفثة المحدودة 5 بشرط أن ۸ مستطيل (مغلق) 
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بحتوي على 5 والدالة ] هى الدالة المعطاة: 


f(p), HpPES, 
1 
Û, fp € R ~3, 


وتكون ٤‏ قابلة للتكامل على ۸. فى هذه الحالة فإن: 
= 
R‏ 3 


مجدر اللاحظة أن E O‏ الستطيل ۸ . هذاه 
العامل الهم »Weighting actor‏ والذې نضربه فی تيمة ( ص( e‏ التقرييي . 
المساحة (4)8 هي حجم الفئة الجزئية ,8 الذي أشرنا إليه سابقا. وليس هناك من 
صعوبة في ذلك لأننا نستطيع وبسهسولة الاتفاق على تعريف المساحة (۸)8 . والتى هى 
حاصل صرب طوله في عرضه. 


علاوة على دلك فليس من السهل تعريف مساحة الأشكال الأخرى على غرار 
المستطيلات , وبالطبع نستطيع تعر ي مساحة التلف القائم الزاوية وذلك بتقسيم المستطيل 
بواسطة أحد أقطاره» وما أن أي شكل متعدد الأضلاع يمكن تقسيمه إلى مثلثات قائمة 
الزاوية عر متداخلة في) ينها فأان هذا يقودنا إلى فكرة المساحة للأشكال متعددة الأضلاع. 
ولكن هدفنا أسمى من ذلك. بالفعل فإننا لا نستطيع أن نعتبر تعريفنا كاملا لأنه لا يعطي 
تعريفا لمساحة الداثرة. وهذا يقودنا طبيعیا إلى صر ورة تعريف المساحة على أنها نهاية تجامیح 
تقريبية » والذى استعمل لي تعريف التكامل أعلاه. ولكن لا بد أن E.‏ إلى الغمرضصض 
الظاهر في التعر بف 16.2 . 
نظر ية مساعدة ٠16.1‏ 


إذا کان ۸ ,"۴۸ مستطيلين بحيث بحتوي كل منها على الفعة $ والدالة ؟ معرّفة عل 5» 
فن ,ا قابلة للتكامل على ۸ إذا وفقط إذا كانت ,؟ قابلة للتكامل على ۴ » علاوة على 
دلك فان : 


i-i 


436 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


لقد ترك برهان هذه النظرية المساعدة كتمرين 16.2.1. تسمح لنا هذه النتيجة باستنتاج 
ان ft‏ وكذلك f‏ لا يعتمد على اختيار المستطيل ۸ الذي بحتوي على الفخة .5S‏ 
هذا يزيل بعض الغموض في تعريف IE‏ ويسمح لنا بتعريف المساحة بدلالة مثل هدا 


التكامل ' 5 
2 المساحة الداخلية والمساحة الخارجية 
inner and Outer Area‏ 
تعر يف 16.3 : 


كرون الف الحدرود 3 دات ماح برط أن كرون الال ٠‏ والى اوي | قال 
للتكامل على 5. فى هذه الحالة قإن: 


E ج‎ AS = Jf e= ff ce 
S R 


إن الحقيقة الى وضعت بحذر فى التعريف وهى : إن الفغة المحدودة 8 ذات مساحة توحي 
باحتال أن بعض الفقات المحدودة ليست ذات مساحة. يستثنى من هذا الاحتال الفغة ذات 
المساحة الصفرية ؛ لأن المساحة الصفرية هي قيمة ناية كاملة للمجاميع غير السالبة والتي 
مكن أن تقرب التكامل ١‏ إل . ني مثل هذه الحالة فإن الفغة ها مساحة ولكن مساحته 
تساوى صفراً. والحالة التي نتغامل معها هي التي تتعلق بالاحتال حيث المجاميع المقربة: 


2 c, )ص(‎ A(R; 
=} 


لا تقترب إلى ناية كلا اقرب إا || من الصفر. هذا الاحتال غير متوقعح و التکامل 
الريانی ف الفضاء دي البعد الواحد أنذاك تكون الدالة الثابتة مشل دائ) قابلة للتكامل 
عل أى فترة. إذا أردنا التكامل على فئات اختيارية غدودة بدلا من الفترات فإننا سنقابل 
مشكلة وهی : هل نستطيیع تعر يف فکرة الحجم )size(‏ أو القياس )meaur€(‏ أمة كفة 
محدودة تطابق تعريف مساحة الفئة فى الحالات الخاصة البسيطة مثل المستطيلات والأشكال 
کشرة الأضلاع الآحرى؟ هذه الفكرة تقود إل نشوء فياس ليبيسح (l.cbesgue measure)‏ 
والدى يدرسه الطالب بالتقصيل ي الدراسات العليا لادة التحليل الحقيقي . لکن حن ف 
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نظرية قياس ليبيج فإنه من غير الممكن توسيع فكرة المساحة من فئات بسيطة لتحوي كل 
الفثات المحدودة. في الوقت الحاضر نكتفي بتوسيع أكثر بساطة لفكرة المساحة والذي لسميه 
في بعض الأحيان حتوى جوردان (۵۸۲٤هء‏ «ول۲هز) للفئة . هذه هى فكرة المساحة الى 
لندرس فكرة المساحة هده بتفصیل أكثر. إذا كانت $ فة محدودة وكان ۸ مستط اد حتوی 
على 5» فإن ,»> تسمى الدالة المميرزة ١oناءمن characteristic‏ للفغة 5. لنفرض أن ١‏ 
DL‏ 
EE‏ 


عندما تکون ”م فی .8, 


هذا مجموع تقريبي للتكامل ١‏ إل » والذى عرّفناه ليكوؤّن مساحة 8. وتكون قيمة الح 
3 
ذي الترتيب ا وهو ۸)۸R(|‏ (م) ]٠‏ معطاة بأحد الاحت الات التالية ' 
() إذاكان S؟ع 8R‏ > فإن 1=( "م) = ,ع وبالتالی فان الحد ذى الريب | 
يساوي A)8(‏ . 


(ا) إذا کان (8~) ع ۸ فإن 0= (م) » فإن الحد ذی الترتیب. ا بساوی 0. 


یکون (۸)۸ أو وذلك اعتادا على "م فی $ أو 8ہ 
هذا موضح في الشكل 16.2. 
نعرف الجموع العلوى والسفلى المقابلين للشكة ×: 
الجموع السفللى ھg: a (N) = A(R.) lower sum‏ 
RCS ٤‏ 


a (N) = A(R.) uper sum :gھۍ للجموع العلوي‎ 


RNSZG 
تقابل ا خدود في اللجموع السفلى (۷) ۾ الستطلات من نوع (ا)» بيئ| الحدود في‎ 
< فهي تقابل المستطيلات من النوعين () و (ا[ا) . من الواضح أنه‎ 4 )۸N( اللجموع العلوي‎ 
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)1( 
تدفیی 
(1). 


LENET 
: الرهان‎ 


E 
LL 
ڪن‎ 
e 


لأى اختيار للنقط 
refinement‏ 
تعر بف 6.4 ` 

¥ 0 N 
منتدی افریقا سات‎ 


aN”) 


5 
س 


نظر ية مساعدة 16.2 : 


a {(N) <= a" (N) 


۴ 
| 
النتيجهة 


أ 


۴ 
ap 


.SC Rg R de a 


A (S) = lub {a7 (N) } 


م 


(على سبيل الا 
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م 


فى حالة 
ل فAal dJ N = NUN‏ 


f 


الساحة الداعلية (4عاa‏ n۸۴۲ا)‏ لفت محدودة 5 هي : 


(J) (i)‏ : ا 
g4 F‏ 


51 


تلظ آر 


Ba 


SAY ft, 1s (ype {rt 


رئية من المستطيل ۸ء وكائنت 'ل ,ل“ آي شبکتر 
شیی 


ب" 
i‏ 


1 


a (N) = 2 Cc. (p5) A(R.) < a (N). 


ىسەر ا 


ا 


ن 


F1 


NN‏ فا تدفيق 


)» ولاأی 


)N( >‏ 7ه و (N)"ه‏ > ("4*)۸ فإنتا نحصل على الاستنتاج مباشرة من 


عل ۸ فال 


www.afr1qa-sat.com 


H 


1 


شکل (16.2) 


8 

SS 
XSI 

کک 


fF, 1s type () 
f, Is type (0) 


والمساحة الخارجية (4ع٣ه‏ إعا0u)‏ لفة حدودة 5 هی : 
A*(S) = glb {a (N)F:‏ 
حیٺث ۸ شبکة عل R‏ و R‏ € 8, 
باستخدام النظرية المساعدة 2 نستنتج مباشرة أنه لأى فة حدودة $ 
A7(S) <s A" (S).‏ 
نظر ية 16.1 : 


إدا كانت 5 فثة محدودةء فإن: 


im a (N)=A(S) gy lim a (N) = A75) 


|× لاماإ‎ IN| 
الرهان‎ 
N” لنفرض أن 0 < :۾ . باس ستخدام تعريف المسساحة الداخلة (5) ه توجد شكة‎ 


بحيٿ إن : 


4 


3 
(N) > A (8S) 7 


تحتار 8 حيث أنه إذا كانت ١‏ شبكة بالناصية 8 > أأ۷|| » عندئذ تكون المساحة الكلىة 
e 1 e N a ۰‏ 
للمستطلات المحددة بو أسطة ٩‏ والتي تقصع خحطوط N‏ قل من 2 إدن فان : 


2 e 
a (N) > a7 (N) 9ظ‎ A(R, > aA (N) ~ >A (5) E. 
RON" 


هذا السبب فإك (5) 4= )N(‏ ۾ "ا . وترهن النهاية الأخرى بطريقة مشابة 


INI 


للطربقة السابقة . (انظر التمرين 16.2.2). 
نظر ية 16.2 : 

تكون الفثة المحددة د دات مساحة إذا وفقط إذا كان (6) ۸ = =(6) ۸ 
الرهان: 

إدا کان (S؟)‏ ےھ = (8) ھ ۰ فإن الہایتن ٤‏ النظرية 1 متساو تان . باستخدام هله 
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النتيجة والمتباينة (1)» نرى أنه لا بد للمجاميع المقربة. 
(p”) A(R)‏ ,¢ 2 


ان تتقارب إلى القيمة المشتركة لكل من )S(‏ 4 و(5) 4 . وبالعکس. إذا كان 
)8S( * 4 )5(‏ ۸ . فإن المجاميع المقربة لا تتقارب. وبذلك تكون ء غير قابلة للتكامل 
علل S؟.‏ إذن فإن 8S‏ ليست دات مساحة. 
مثشال 16.2 : 

لنفرض أن 4 ٤‏ ې دالتان عددیتان قابلتان للتكامل الريای على الفترة إط ,ة] عندما 
يكون (ا)ب > (ا)ل . لندرس فئة النقط 5S‏ والمعطاة 


1 ا‎ 
$= {xEE :a=x, 5b sy 0(J) <x, <o )}. (2) 


إذن 8S‏ ذات مساحة؛ لأن المجموعين )۸N( ٠4 )N(‏ ه الذين يقربان المساحة الداخحلية 
والمساحة الخارجية على التوالى» هما أيضأ اللذان يقربان التكامل الرياني السفلى والتكامل 
الرماني العلوي على التوالي للدالة م - ب. 

غا ا هذا الفرف هو دالة قابلة للتکامل فإ التكامل السقلل يساوي التكامل ا 
ومنہا نستنتج أن المساحة الداخلية تساوي المساحة الخارجية للفثة 5. 

هناك أشكال كثرة مألوفة فى المستوى الاقليدي يمكن وصفها كا وصفنا الفئة 5 في المشال 
السابق بحدود تكون منحنيات متصلة (وبالتالي تكون قابلة للتكامل). هده الطريقة 
مكن استخدام أمثلة سابقة لنبين أن فثات مألوفة تكون ذات مساحة. إحدى هذه الفئات 
هى القرص كال وندرسه في المثال التالي . 


مثال 16.3 : 


لى نمَطه م ف Eً‏ وأي عدد موجب ۲ تكون الكرة الغلقة N )p(‏ دات مساحە ؟î‏ . 


(XxX } = ~~ ¥ r > (xX, . Pp) 


أ 
P,)‏ کک ÇX, ) . r . (x,‏ 
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وتكون الكرة (م),۸ هي الفثة 8 في المعادلة (2). 
من ملاحظتنا للجمع التقريبى في المتال 16.2 نرى أن: 


AN()= j (e-4) 


س 


Pi 
Pit 2 ا‎ 
ا‎ Vr ~({(x =P) dx mmr. 


Prr 
على الرغم من ذكرنا واستشهادنا بأمثلةء فلا بد أن نعطي مثالا لتوضينح الحذر الذي‎ 
ذكرناه في تعريف المساحة» أي اننا بحب أن نعطي مثالا لفثة ليست ذات مساحة. باستخداء‎ 
الخرة السابقة» ليس من الضروري أن تكون ذكيا لتتنباً بأن هذه الفغة يمكن أن توصف‎ 
باستخدام الفثة والتي تتكون من النقط و ذات الاحداثيات القياسية.‎ 
:16.4 مثال‎ 


لنفرض أن 13> ,×>0:») Q۸‏ =$ . نستطيح استخدام اللستطيل 
1 ,0] × [1 ,0]) كفئة ۸ لتحديد وجود إل . تعرف أن 7@ء 7 ~ كلاها كثيفة ف 
2 ٍ 2 : ۰ 
۴ . ودا | لسبب فإنه لاي مستطیل .۸ بمكننا احتيار النة Ef QO dp EYA‏ © ~~ 


إذن فمها كان معيار الشبكة ٨‏ صغيرا فكل ,۸ تتقاطع مع 8ء ومن ذلك فإن. 


(N= 2 „ AR) = A(R) =1 


RS 
حتواة بالكامسل فى $ وبذلك‎ ~o K ولکن 3~ محثفة (كثيفة) يودي إلى أنه لا يوجد‎ 
.4 )۸( = 0 نستنتج أن‎ 
أي أن 5 ليس ذا مساحة.‎ . 4 )5( =0 »“ ۸" )S( =1 إذن فإن‎ 
يتكون الحد [8]ط للفئة 8 من النقط م بحيث يكون أي جوار للنقطة ص متقاطعاً مع كل‎ 
من 5و8 . تلاحظ أيضا أن أي شبكة # علن المستطيل ۸ ومحتوية على $ فإن الفرق‎ 
هو المساحة الكلية للمستطيلات الحرثية من نوع ([1) والتق تتقاطع مع‎ a (N) —a (N) 
كل من 8 و5 ~ . وهذا يوحي بأن ظهور التساوي بين (8) 4 و(8) 4۸ مجصل‎ 
عندما تكون مساحة [5]ا صفرا» وهذا هو تأكيد النظرية التالية. وف البداية نتطرق إلى‎ 
. د نجه أولية نأفعة‎ 
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نظر ية مساعدة 16.3 : 


تکون الفئة المحدودة 8 مساحة إذا وفقط وإذا كان 0= (8) ۸ . 


الرهان : 
A (B) < A ` (B) EE‏ 5 0 » يث إدا كانت 0 = A” (B)‏ نه من 
الواضصح إن A (B) > A ` (B)‏ 1 والعکس جح ج تع ریق المساحة مباشرة . 


نظر ية 16.3 : 


تکول اة الحدودة 5 مساح ادا وفقط و ادا کان biS|‏ دات مسا حه صقر يه . 


الرهان: 

أولا نفترض أن ل 8 مساحة صفرية. ونفترض اَن ۸ مستطیلا بحیٹ ۴۸° C‏ 5 . با ان 
A (S) = A” (6)‏ مكنا اختيار شبكة ١‏ حيث :> )۸N( = 4 )N(‏ 2 حيث : عدد 
ا صغر موجب لأن (8) ۸ = (7)8 4۸ . نفترض [8) تجمعاً من الستطيلات 
الحزئية التى تتقاطع مع كل من 8 و؟~»› إذن :< ZA(R) = a" (N) - a (N)‏ . 
نريد أن نبي أن كل نقطة حدية تقع قي بعض إ۸ . وبذلك یون ˆ 0 C‏ [8]طا » 
والذى يعني أن > ([S]ط)‏ 4 وبالتال تكون 0 = ([8]ط)۸ . لندرس نقطة م في 
[5] : اول إذا کانت ص فی ۸ فإن ,۸ يجب أن يكن احدى المستطيلات ۸ رلأن ,۴ 
جاور للنقطة م). 

٠ثاناً‏ إذا كانت ص على الحد المشترك لاثنين أو أكثر من المستطيلات ,۸ فإنه من الضروري 
لاحدی هذه الستطيلات ۸R‏ أن تحتوي على نقط في كل من 5 و5 ~ وبالتالي يكون احدى 
الستطيلات ”۸ . فى كلا الحالتين تكون م في R‏ لا . إذن يتتح من ذلك أن 
Alb[S]} = 0‏ . 

الال عرض أن 0 = ([S؟]ط)ه‏ وأن 0 < ٠‏ . نختار شبكة N‏ بحيث تكون المساحة 
الكلية لكل المستطيلات الحزئية ۸ والتى تتقاطع مع [S؟]ط‏ أقل من ٭. نؤكد أن كل ,۴ 
والذي يتقاطع مع كل من 5 و8 -~ يكون احدى عناصر الفثة إR)‏ » بحيث إن 


a (NW —a (N < Z A(R) <e; 
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اتوي q; E‏ ال (3 ح) 0 R۸,‏ فإن القطعة الواصلة بين ۴ و4 نشم 


u eI: -DaeS} 


ولنفرض أن م تدل على النقطة ي (1 - 1) + ما ادن فإن کل كرة حول "ص تحرى 
نقطا على هذه القطعة» والتي هي من النوعية >٠‏ ا أو "ا <) . باأن أحد الأنواع ی $ 
والنوع الاخرفي 5 ~ نستنتج أن ص في [8]ط . إذن فإن ,۸ هو أحد المستطيلات الحزئة 
د ۴ والتي تتقاطع مع [8] . وضمنا بحيث لكل عدد موجب : توجد شبكة ۸ حيث إن 
a (>‏ - (۸) ۾ وبالتاى فإن: 
A =lim a (NM=lim a (N) = A (S).‏ 


NI0 IN|ra0 


تمارین 16.2 


1- برهن النظرية المساعدة 16.1 . (ارشاد: R۸ ١‏ عبارة عن مستطیل محتوی عل ۶S‏ 
ا 4 8 [ ٤‏ 
و0=() .(p" #RNR" (N f(p‏ 


2- برهن التأكيد الثانى فى النظرية 16.1: .(8) ۸ = (۸) ۾ ١ا‏ 


| 
3- لقرض آن ۸ كا في المعادلة (2) ونعرّف الدالة التالىة: 
E x =c,a<ce<b,‏ 
(x) =‏ ںی 
, ماعدا ذلك ,0 


برهن على أن 0= f]‏ . 
R‏ 


4_ لنقرض أن ۸ ك فى المعادلة (2) وأن إd R' = ]b, e × ]e,‏ عندمایكکون 
۶< ۴ . برهن آنه إذا كانت ؟ قابلة للتكامل على ۸ وعلى R'‏ . فإن ۴ قابلة للتكامل 


yg RUR' de 
I Nel 
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0 


(10 س 


اا ت 


_ 12 


ا 


14 


S= {xE€EE:x € Qn [0, li] ۾‎ x € [0, 1}, 


أوجد (8) 4 و (8) ۸. 
إذا أعطيت : 
:Xx, = x, € ÛÛ, 11}‏ 


أوجد (S؟)‏ ۸ و (۸)8. 


برهن علل أنه إذا كانت 8S‏ فة جزئية كثيفة من الستشطيل ۸ء فإن 
A ` (S) = A(R)‏ . 

اذا کانت : 

S = ۵ N )]0, 1[ × ]0, 1[(‏ كا نی الثال 16.4. أوجد [؟]ط. 
ما هو [0]ط ؟ 


هل توجد فثة غر خالية بحيث يكون © = [S]ط؟‏ 


ما هو ["b[Q؟‏ 

إذا کان ۸ مستطيلا وكانت N‏ شبكة على ۸ » أوجد [N]ط.‏ 

برهن أنه إدا كانت م نقطة معزولة (dعاداهئا)‏ من ؟.ء فإن [S؟]ط‏ ع م. 
Eg a‏ 

(ارشاد: اكتب نقط الفثة $ التي في الخال 16.4 كمتتالية (”4) ولكل! 
افترض أن الكرة ( ).۸ ذات مساحة " 2 ومن ذلك فإن: 


al ل‎ Pri) N“ <22 
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16.3 خواص التكامل الثاني 


Properties of the Double integral 


سحتوى هذا البند هو قائمة من خراص التكامل الذى عرفناه على ففة جزئية من ”۴ . 
وييكن التعرف على الخواص كا برهنت في حالتي التكامل الرياني وتكامل رمان - استيلتيس 
على ۴ . وهي تعتبر كح كبير الخواص الأساسية التى نجدها في النظرية التى تتناول أي 
نوع من التكامل . هناك القليل من الخواص التى تكون استثناءات وهى متعلقة بالطاق $ 
الذي يؤخذ عليه التكامل . والسبب الوحيد في أن هذه الخواص لا تشابه مقابلاتها في حالة 
التكامل على البعد الواحد هو أننا لا ندرس احتإل التکامل على فثات جزئية من ٤'‏ غر 
الفترات. نظریتنا الأول تتعلق بهذه ا لمحواص القليلة الاستشنائية ؛ وهذا السبب سنقدم ها 
برهانا كاملا. فى أغلب الحالات تترك الراهين كتمربنات؛ لأنها تشابه مقابلاتها فى حالة 
التكامل الراني . ۰ 


نظر ية 16.4 : 
نعتير ۴ دالة محدودة على فة محدودة »S‏ ونفترض أن 7 فثة جزئية من 8S‏ بحيث يكون 
0= (4)2 و0 = (٭) طلا كانت × فی 7 ~ $ . عندئذ ۴ قابلة للتكامل على $ و 


ff t=0 
: 
الرهان:‎ 
لنفرض أن > |٭)| على 8 وأن 0< ۰ . نعتر ۸ مستطيلا بحتوى على 8 ونختار‎ 
7 أقل من‎ z شیک ا بیت تکرن لمساحة الكلية للمسنطيل إ۸ والتي تتقاطع مع‎ 
إن أي "ص ني ,۴ والذي بختلف عن ۸ تعطي 0= ("م)؟ . ذا السبب فإنه مهم‎ 
كانت طريقة اختيار ”مء يكون لدينا:‎ 


A(R) 


1 


2 f, )م(‎ A(R))| = |Z f, (p") A(R)| < Z jf, )م(‎ 


< k 2 A(R) <E. 


I; 
1 =0 صا , ای أن‎ Þ3 8 0م(‎ ۸A)R( = 0 إذن فإن‎ 
S 


INO FÎ 
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نظر ية 16.5 : 
إذا كانت كل من ۾ ,۴ قابلة للتكامل على الفغة المحدودة 8ء فإن ع +۴ وع -] قابلة 
للتكامل على 5 و 


I e=»= Jfrs ffe 
Ss 5 S 
: العرهان‎ 
م ا‎ 
: 16.5 نتىحه‎ 


لنفرض أن ع ,۴ دالتان محدودتان على الفثة المحدودة 5 وتوجد فئة جزثية Z‏ من © حيت 
(۸)ع = (٭) طلا × فى 8ء عندئذ تكون ۴ قابلة للتكامل على 5 إذا وفقط وإذا كانت ع 
قابلة للتكامل على 5S‏ و 


J'= ffe 
ک‎ Ss 
: الرهان‎ 
$ ساستخدام النظرية 16.4 فإن دالة الفرق ج - ۴ قابلة للتكامل على‎ 
و 0= (ع - ۴ إل . إذن فن قابلية التكامل لإحدى الدالتين تؤدي إلى قابلية التكامل‎ 
للأخرى (وذلك باستخدام النظرية 16.5). وينتج تساوي قيمته) من الصيغة الموجودة لي‎ 
.16.5 النظرية‎ 


نظر ية 16.6 : 


J< e 


العرهان: 
ترك کتمرین 16.3.2 . 
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نظر ية 16.7 : 
إذا كانت ۴ قابلة للتكامل على $ وكان » عدد فإن ۴ قابلة للتكامل على 5 و 


f «t= ff r 


3 
الرهان: 
SERE‏ 
نتيعحة 16.7 : 
إذا كانت $ فئة ذات مساحة وكانت ؟ دالة ثابتةء ولتَفُلٌ: إن K‏ = (م)؟ » فإن ۴ قارلة 


لتکامل على 5 و 
ff k= kAG).‏ 


د 


الرهان: 


نظر ية 16.8 : 
لنفرض أن ؟ قابلة للتكامل على كل من الفتتين 8S‏ و1 عندماتكون 
)S 0 1( = 0‏ 4 . قإن 1.قابلة للتكامل على 1ل $ و 


EE 


SU 
الرهان:‎ 
اذا کان ۸ مستطیلا ےہ نان کار قال‎ 
.R۸ فإن کلا من ا وما قابلة للتكامل على‎ 5 1 e gp ee ۰ 
وباستخدام النظرية 16.5 نجد أن:‎ 
1 (f, + (ہا‎ = 1 1 1 r 
R 4 RB 


ادا کان × يي (۲ ۱ ٣ (x) dijê « R~ )S‏ (کاو * (ک)ہر . وحیث أن 
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ا 


(fg + fp)‏ ا برا ا 
R R‏ 


هذا السبب فإن ۴ قابلة للتكامل على ۲ لا $ وتكاملها هو: 


Ofer oes = reff 


SUT R 


تمارين 16.3 


1 - برهن النظرية 16.5. 2- برهن النظرية 16.6. 

3 برهن النظرية 16.7. 4 برهن النتيجة 16.7. 

5 برهن آنه إذا كانت ۴ قابلة للتكامل على ۸ فإنها محدودة هناك . 

6 - تكون الدالة السلمية 8 على مستطيل ۸ دالة محدودة وتوجد ها شحة ۷× عل R‏ 
بحيث إن $ تكون ثابتة القيمة داخل ۸° لكل مستطيل جزئى تحدده الشبكة. برهن 
أن مثل هذه الدالة السلمية قابلة للتكامل على ۸ وإذا كان k,‏ = (×)یء على ٩?‏ » 


فال : 


1 $ = 2 k, A(R.). 


4 التكاملات الخطية (المنحنية) Line Integrals‏ 


ندرس فى هذا البند نوعا آخر من التكامل الأحادي الذي له علاقة بالتكاملات الثنائية 

التي درست . وهذه العلاقة بالتكامل الثنائي ذات وجهين : يفترض هذا التكامل الاحادي 

وجود دوال ذات نطاق فی ٤‏ » وکا نری في البند 16.7 فإن استخدامه ممكن لحساب نوع 
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معين من التكاملات الشنائية . أولا نصف الفئات في ”۴ والتى تشكل نطاق الدوال المتكاملة 
(Integrand)‏ . 


تعر بف 16.5 : 
تسمی الفئة € منحنی (ع۷اا) فی Eًٌ‏ إدا وجذدت دالتان متصلتان ع و ط1 على الفترة [ط ,ه] 
بحیث تکون : 


C= {xe E”: x, = g(, x, = h(D, t€ [a, b}}. (1) 


عندما يكون هد = ۲ء فإن النقطة الناتجة ((ة)1 و(ة)ع) تسمى النقطة الابتدائية هناناه:) 
point)‏ للمنحنى ع وعندما طا = † فإن النقطة ((ط)۲ و(0)ع) تسمى النقطة النهائية -1عا) 


.€ للح‎ minal point( 


يسمى النحن € بالنحن المغلق (ع۷ااء لعءهآء) إذا تطابقت نقطتا البداية والهاية 
ویسمی المنحني C‏ بالمنحني السمل curve)‏ eاsimp)‏ إدا کان إا ,ھ] € t,t‏ یژدی إلى 
)٠((‏ ,(6)ع) # (۸)0 ,(1)ع) وهذا يعني أن المنحني لا يتقاطع مع نفسهء وإذا تقاطع مع 
نفسه فلا يكون إلا عند النقطة المائية. إذا کانت ع ] هے] مشتقات متصلة على 
إا ,ة| » فان النحني € پیسمی بالمنحني الأملس (عcur۷ )smooth‏ . إذا کان € هر اتحاد 
عدد نهائي من النحنيات الملساء والتي تكون نقطتها النائية متصلة بنقطتها الابتدائية فإن ° 
يسمى , با نحن متقطعم (sectionally smooth) ink!‏ . 


مثال 16.5: 

إذا كان .OSiSr JS x, = cost yg x, = sint‏ 
عندها يكون ٤‏ المنحنى الأملس البسيط البين فى الشكل 16.38. 
مثال 16.6: 

. 0 51 5 2 لكل‎ x, = sin ty xX = cost أدا كان‎ 


شکل )16.34( 


علدهال منحنی الأوسترويد أو النجمى (astroid)‏ 
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ك في الشكل 16.3 وهو منحنى مغلق بسيط وكذلك 


مثال 16.7 ' 


امنحن المرسوم في الشكل 16.30 هو منحن مغلق 
وآملس ولکنه منحی غر بسيط . ا 


)16.3٥( شکل‎ 


من مبادىء التفاضل والتكامل نتذكر أن المنحن امعطى أعلاه له كثر من الصور 
ا ۰ ا فان الدالتن ع وط في ااا a a‏ اف عل 
مکان أحیان دیا قطتی النهاية والسداية للمنحنى ودعیر أغياه را ٤‏ المضاد 
وينجز ذلك باستبدال الدالتين البارامتريتين ()ع و()ط بالدالتين التراكبيتين 
a + b(‏ ۴ )ع و ( + a‏ + ٤-)ط‏ على التواليء ونشر إلى دلك بالرموز ~٣‏ . 
تعر یف 16.6 : 

إذا كانت ۴ دالة نطاقها فثة مفتوحة ومترابطة وتشتمل على المنحني ٤‏ كا هو معطى في 
المعادلة (1) وإذا كانت م دالة على [اط ,ه] . فإن الدالة الترأكبية (0)ط ,0) Fg‏ دالة على 
bj‏ ,ة] أيضاء ونستطيعح ا لحصول على تکامل ریان استیلتیس ف (ط ,ع)۴ َ يسمی 
هذا التكامل بالتكامل المنحنی أو الخطي ویرمز له بالرمز ۴۵۵ أ . إذن: 
Fa = im Fe(uM,, b(l) [O(t) = O(t,_ J 2)‏ | ا 

ft | | (j 


عندما تكون # ذات مشتقة متصلة فإن التكامل (2) يختصر إلى التكامل الرياني 
۴۵ آ كما رأينا في الفصل العاشر. من الملاحظ أن التكامل (2) يعتمد كلياً على 
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التمشيل البارامتري ل .٤‏ على سبيل الثال فإذا كان ° منحنى بسيطاً مغلقاً وكان هناك انان 
من التمثيلات البارامترية للمنحني © يحيث إن أحدهما يسر خلال © مرة واحدة والآأخر ب 
خلال © مرتين على التوالي» فإن التمثيل الثاني يعطى تكاما ذا قيمة تساوى ضعف ق 
التكامل في حالة التمثيل الأول . ۰ 


+ ی + ا‎ a u 
ا الرموز في هلإ الفصل أن الحروف ع و" تمثل ألدوال البارامترية كأ فى العادلة‎ 


1 أی ار تأخحذ مكار ا أخز 
)1( ي ل )ع تاأاحذ مجان الإ حداني السینی x‏ ۾ h{t)‏ تأخذ مان الإحدائي 


الصادي X‏ للنقطة × على © . 


في أغلب الأحيان يتكرر 


تکامل منحنی فن و هدا التكامل من استخدام 


احدى الدوال البارامترية ع أو 1ط يدل من ۵ ليعطي التكامل الخطى : 


(3) 


(4) 


عاریسن 16.4 


| 
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0<>51>52 حث‎ ع)i(‎ = cos و‎ h(t) = sin rt 


Q dh.‏ ا ۾ Pg‏ ا 
8 0 


وباحمم تحصل على نوع الٿ هو: 


| [Pag + Q dh]. 


ل ا ل 


ئي التمارين من 1 الى 5 ارس المنحني ° وحذد ما إذا كان المنحنى ٤‏ بسيطاً أو مغلقاً أو 
اا 


hO =‏ و =0 ىث 


0st <S | 
(st <iÎ, 
ISS 2: 
0(Ost<l, 
1] SSL 
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۳ f) = x x, + 3x, علد ما تکوان‎ ١ {f dÖ ا۔حسب‎ - 0 
8 


C= {tt O:O0st<1} و‎ b(t) = f 


7 احسب ٤۵4‏ | عندماتکون ,×3 + ×× = (»)؟ و ٤‏ = 4)0 
َ 


.C = {(cost, sin DO: 0 SS وكذلكڭ ر‎ 

8 احسب التکامل ۴۵4 لإ حيث ,×3 + ,× = ٤)9‏ و =0( وC€‏ کے 
ا 

9 احسب ۴۵۳ | حیث 4 + ]× = ()۲ وع منحنى معطى ني التمرين 1. 

اا اجن 09+ 3 (P‏ ا عندما تسكسون P(x) = xî + 4x‏ 
و ر2 = ()@ وC‏ منص بال ی یری 2 


P)») = Vx +× ا حيث‎ (P dg + Q dh) اس‎ 11 
٤ 


۾ Q(x) = 2x,‏ و ٤‏ منحني معطى ي التمرين 4. 
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2 إذا كان ٤‏ هو المنحنى المعطى في (1) و ”م نقطة أخرى على ٤‏ ختلفة عن النقطة 
الابتدائية ص والنقطة الهائية 4 بين أنه يكن كتابة ,٣لا €C=€‏ حيث ° 
منحنى من ص إلى "ص ور منحني من م إلى ¶4. 


عدم الاعتاد على امسار والتفاضل التام 


Independence of Path and Exact Differentials 


في هذا البند نعرف فكرتين على علاقة بالتكاملل المنحني (الخطي) ونبرهن هذه العلاقة. 
وخلال هذا البند نعرّف 0 كفئة مفتوحة. ومحدودة فی ٤‏ . 


تعر بف 16.7 : 

إذا کانت ۴ دالة على 5 فإن التكامل الخطى ۴۵4 لا معتمد عل المسار (طادم) 
في 0 بشرط إدا كانت م وكذلك ۾ ای نقطتین فی 2 و ,° Cy‏ آي منخنیان بحیٹ 
تكون فيا النقطتان الابتدائية والنهائية م وي على الترالي فإن التكاملين التاليين ها القيمة 
تمسها وهي : 


| Fao= | Fade 


E C 
وتعتبر هذه النتيجة حول التكامل الخطي ميزة بديهية لعدم الاعتاد على المسار.‎ 
: 16.9 نظر ية‎ 
لا يعتمد التكامل الخطي ۴۵4 | عل المسار في © إذا وفقط وإذا كان لكل منحنى‎ 
“ في 0 لدينا:‎ ٤ متقطع اللاسة ومغلق‎ 
أ‎ F dû = 0 (1) 


% 


الرهان: 


أولا نفترض أن م و4 نقطتان في © ولنفرض أن (1) صحيح لكل منحني متقطع الملاسة 
ومغلق ي [. إدا كان 9 منحنيين بالشر وط السابقة من م إلى ي4 نعرف 
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TT E E ag o 7 هه . ا‎ . 
۰ ES FF hs om e TM Fe o he pm e E a E ae o aS e o E np e n a NS. | REN o, e a nL. sS E د‎ 


(ر€ -) لا ٤C‏ =€ حیث ,€ - هو المنحني ى اللاتجاه المضاد (انظر الشكل 16.4) . 


شکل )16.4( 


C= {E D, h(V:a St < b}, 


C, = {lB (D.h(D):b st <c}. 
ونختار‎ 
C= {le(D.h(D):a st < e} 
عندما تکون‎ 
8, (t) 2 a & <b, 
8(0) = 
ESF DEG, b St Sc, 
ر‎ 
h{U) , a St <b, 
h(t) = 
h(t +b +} , bSt <c, 


F db = 0.‏ ا 
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و خحواص تکامل رمان ت استیلتیس (نطرية 10.4 و 10.5( هذه العادلة تکایء : 


F dd - F dQ = 0‏ ا 


t2 
Pg E EET NT 
إلى م) . (انظر التمرين‎ ٩ (من م إلى 4) ور (من‎ ٣, إلى‎ ٤ ونقسم‎ ٤ وه على‎ 


6.4.12( . 
إذن يعطينا عدم الاعتاد على المسار: Fa= j] Fao‏ | 
ت { 

و 
F dp.‏ ا = F dê‏ ا = F dp‏ اا | =0 
للا 
تعر بف 16.8 : 


إذا كانت ۲ و © دالتين على © فإن التعبر إل © + ول ۴ يسمى تفاضلً تاماً اه×ء) 
differenti)‏ ی 2 بشرط وجود دالة ۴ على 2 بحیث یکون: 


وبس مصطلح التفاضصل التام حقيقة أن المصفوفة ‏ الصف (سهع) |۵ ۶] ك تفاضا 
لدالة ؟. الرمز ال © + عل ۴ يستعمل بدلا من الرمز بالمصفوفة وذلك لعلاقته القوية 
بالتکاملات المنحنيةء وبعض هذه العلاقات يوضح في النظرية التالية وهي تناظر النظرية 
الأساسية لحساب التفاضل والتكامل . 


نظر ية 16.10 : 
إذا کان ۵۸ + عل ۴ تفاضلا تاما في © و أي منحني متقطع الملاسة في 0 من م 


أ >٩4‏ عندئد توجد دالة ؟ على ٥‏ بحیث يكون: 


| [Pag + oan] = fa) = ftp). 2) 


96 
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الرهان: 
al Ng E CO‏ 
على [ط ,4] » ويكون لدينا: 
b b‏ ج 
Q °‘ h'‏ ا + [P ag + o ah] = J P‘g'’‏ ا 
: ۰ 
(fg + Lh’).‏ ا = 
باستخدام قاعدة السلسلة في Eًُ‏ (نظرية 15.4) . فإن المکامل ١‏ ع٥۲١1‏ في التكامل الأخر 
هو المشتفقة (ط ,ع)'۴ للدالة التراكبية (ط ,ع)؟. 
إذن باستخدام النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل» يكون لدينا: 
j [Pag + o ah] = f(b). h(b)) = f(a), h(a)‏ 


= fq) — fp). 


فى الحالة حيث يكون ٤C‏ اتاد عدد نهائى من المنحنيات متقطعة الملاسةء فإن التكامل على 
٤‏ يكون بأخذ التكامل على ١‏ من الأجزاء الملساء والتي طبقنا عليها الحالة السابقة. إذن 
کن مع المعادلات -١‏ الناتجةء وتعطينا الأطراف الينمى بعد المع (p)؟‏ - )q(‏ . (هذه 
التفاصيل مطلوبة فى التمرين 16.5.1). 
الاعتاد على المسار والتفاضل التام . 
نظر ية 16.11 : 

إذا کانت ۴ و ۵ متصلتین فی 0 فإن [طل ۵ + عه ۲] إل مستقل عن المسار ن ا 

( 


اذا وفقط وإذا کان 1ل © + عل ۲ تفاضاا تامأ فق 0. 
الرهان : 
اجى الات ن فاا ايى ع يا ةل 0 1 وري اك ا 
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م ۵ + عك ۴ تفاضلا تاماء لنقل مثلا للدالة ؟» فإن قيمة التكامل المتحنى (الخطى): 
IP dg + Q dh]‏ ا نكون (و) - (ه) والتي من الواضح أا تعتمد فقط على 
نقطتى النهاية م و ه. إذن فإن التكامل مستقل عن امسار من ص إل 
الآن نفترض أن [طل ۵ + ول ۲] ا مسنقل عن المسار في 2. نحتاح دالة ؟ حيث 
€ ) 


تحقق ۶= ر و = إا . إذا كانت "م نقطة في 0 والدالة ؟ معرّفة بامعادلة التالية : 


f(x) | (P dg + Q dhl, 
C 


ا ا ا x Jd! PFP‏ . (نلاحظ أن الاستقلالية عن المسار 
تضمن أن ن معرفة جيدا). لندرس فرق القسمة. 


x+ ÃÛX 
| .{[Pdg + Q dh] 


Ê 


E A r(x) | - 1 ١ 


Ax, ) Ax 
Ê IP dg + O dh] (3) 
P 


با أن التكاملات في الطرف الأين لا تعتمد على المسار» وقد أشرنا فقط إلى نقطى 
النهايةء فمن الممكن اختيار المنحنيات التي تناسب غرضنا. إذا كان ,€ منحنى متقطم 
الملاسة من "م إلى × ونعرف ر٣‏ بحيث يكون المسار من ”م إلى جك + × والمعطى 
ڏآ C=C UL‏ حيث ا1 الستقيم ال صا م >+ ال 
(ر× ,×4 + ,×) = ك + × . (من المكن أن نفترض أن 2 ع 1 ؛ لأن 0 مفتوحة 
ر اا«كا| يمكن اختياره صغيرا جدا). 


ادل 


IP dg + O dh = j |P dg + O dh] + j [P dg + Q dh].‏ ا 


C U 
: وتتحول المعادلة (3) إلى‎ 
f(x, 2 A xX) (x: XJ 1 
E N sS P de + O dhl]. 4 
: j (Pug + Od (4) 
X 1 1 
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ولكن تم اختيار 1 بحيث يكون الاحداثي الصادي ثابتا على 1. وهذا يؤدي إلى أن 
0 = اك © ل » وبذلك يكن اختصار (4) إلى: 


LL 
f(x, + Ax,» x) ¬ f(X,, x») 


1 
a | Pas (5( 
Ax %1 [ 


أ 
الآن مكنا حساب التكامل على 1 وذلك باختيار تمثيلات بارامترية بسيطة خحاصة ل ا1 وال 
e.‏ اَن بذ کر ها کالاتي : إذا كان ۲ = ()ع على الفترة |[ جك + ,× ×] > فإن: 
KAX,‏ 
P(t, x,) dt.‏ ق = P dg‏ ا 
f. 8‏ 
عا أن ۶ متصلة فإن نظر ية القيمة الوسطى تضمن أنه يوجد عدد س في [رجھ + × و×] 


HH 
سل‎ 


بحیٿث إل : 


xTAX 
P(u, x) ° Ax, = ا‎ P. 


IE FAIRE) - Pu, x) 
Ax 


1 


وعندما تؤول × إلى الصفر فإن الطرف الأيسر يقترب من (×)۴ . وكذلك س تقترب من 
× عندما تؤول ×4 إلى الصفر أيضاء وتؤدي خاصية الاتصال ل ۶ إلى اقتراب الطرف 
الاين إلى (ر× ,»)۴ . إذن فإن »)۴ = (×),۴ . إن برهان ۵ = ر٤‏ يتم بالطريقة نفسها 
(انظر التمرين 16.5.2) . 


1- أعط تفاصيل الرهان للنظرية 16.10 في الحالة التي يكون فيها ° مسارا متقطع 
الملاسة. 
2 أعط التفاصيل لرهان النظرية 16.11 في الحالة © = را. 
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منتدی افریقیا سات 


وضح آن التعبیر ل ۵ + عل ۴ تفاضل تام في كل حالة وذلك بامجاد دالة ۴ كا هو في 


التعريف 16.8. 

P(x) = 2x x, A(x) = %7: (a) 
P(x) = xX, O(x) = 3x xÛ: (b) 
P(x) = x e, Q(x) = ( + XX») e, (c) 


استخدم النظرية 16.1 لحساب التكامل الخطي [طل © + عل م | ا ی کا 


حالة :؛ 

C= :0st<2} ۶و ک) فی التمرين ( 3) و‎ (a) 
C= {(cost,sin ):O<t < r} (ا) ۶و٥ کا نی التمرین (ط3) و‎ 
C= (O0: ts1} ۲و0 کا فی التمرين (>3) و‎ )٥( 


برهن آنه إذا كانت ۴ و ور وكذلك ,0 دوال متصلة في 2 وط 0 + عل ۲ 
تفاضلا تاما في 2 فإن ,۵ = ر۴ خلال 0 . 


(ارشاد : استخدم النظرية 15.6) . 


وضح أن التعبیر 1ل 0 + عل ۲ لا يكون تفاضلا تامأ ني ع للدالتین ۲ و 


العطاتين في كل حالة: 

P(x) sin x,y), Q(x) = cos x, Y,. (a) 
P{x) = XX + 3K XJ, Q(x) = 3% . x (b) 
P(x) = x sin x, Q(x) = x, COS X,. (€) 
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6 _ نظر ية جرين Green’s Theorem‏ 


س 

كنتيجة أحرة للتكاملات الخطية » نبني علاقة بين التكامل الثنائي على فثة 8 والتكامل 
الخطى على منحنى حدود المثة 8. من الطبيعي أن نعلن أنه ليست كل فثة محدودة في 8 
هی ذات حدود کافیة لتکوین منحنی يکن استخدامه في التكامل الخطى . هذا السبب من 
الضرورى وصف الفئات التي يمكننا استيخدامها ودراستها. 


تعر يف 16.9 : 
الفثة 5 ف Eُ‏ ھی فثة أولية (اعء رإةا١ءصعاع)‏ بشرط وجود دوال ها مشتقات متصلة 1 
ug vg‏ وكذلك "ا بحیثٹ (ا) ا > (ا)1 على [ط ]a,‏ و u) > v*)t(‏ على إc,d]‏ و 


S= {x:a <x 5b , u(x) <x <v(x)} 


{x:ic<x, < d, u(x) 5 x, < u"(x)}.‏ ڪڪ 


(قارن ذلك بالفئة الواردة في المثال 16.2). 


ب ٤‏ ا جم )1{ )3( 
نّا فى الشكل 16.5 فغة أولية . ويشكل المنحني ر٤‏ تمثيلا للدالة نا من م إلى م 
1 (3) )4( َ 1 
حلال ”م ومثيل الدالة ه هر المنحني ر من "مط إلى "ص خلال ص . وبالئل فإن 
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ثيل الدالة "ن اا 0 یکون و ۴ ل م خلال 7 و عل التوالي. 


شطع اة رر ملت هدا انحن جم انیا مره واحلة فقط » وجري اترك في اتيا 
e COS‏ 
C. = {(t,u(0):a 5t < b}‏ 
ويکون 


C= {(uD:cstsd}. 
يمکن حسابه على أنه‎ E تكمن امجابية وجود فثة أولية 5 كنطاق للتكامل في أن التكامل‎ 
۶ 
عملیتی تکامل - ریممانی متکرر» واحدة في كل احدائي . لتوضیح ذلك نتصور شبكة على‎ 
: مستطيل بحتوي 5. التكامل ١أ هو نہاية المجاميع ذات الشكل‎ 
3 
> ftw) A(R;) 


ISIS 
Izjsm 


جاب با mn‏ را ااجع بجمع ر الحدود الرأسية (آی تکون اعت ل بجمع ۲ 
من امل ا حر ية لا مجاد سمه اللجموع ادن فإ : 


> oJ AR; = Ù {Z r) AR): (0) 


iSlSm 
Issam 


درس الملجموع الداخلي دما تکون تايته 
(u) A(R; = (f = j) A f(r) (6 $) 2‏ > 
ا i=‏ 


يعتبر الطرف الأيين في (2) وعلى وجه التقريب مجموعاً ريمانياً للدالة ( ٤)»,‏ على الفتر: 
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(ر× )ا > ء > ( )ا » عندما یکون × ثابتا في الفترة [† ,,_]] . هذا المجموع لا يساوي 
بالضبط المجموع الرياني للدالة ( )] ؛ لأن النقط م ليس بالضرورة تكون ذات 
الاحداٹی الأول نفسه × . ويؤّول هذا إلى الصفر وعلاوة على ذلك إذا كانت ۴ متصلة فإن 


1 


i الجر‎ 
uit} 
( ا‎ f(t, 5) 3 (t— i (3) 


للأسباب نفسها نجد أن التعبير (3) يقرب إلى جمى رياني لتكامل ماعل الفتة 


5 4 . إذن نجدأن: 


fe= f f" fes ا5ل‎ dt (4) 
¢ 3 


11 


ا 


u(t) 


أل د اخطوات قاد تنا ٠‏ )4( ج بعض التفاصيل ٠‏ وکن القارىء e‏ ج أن 


الآن لبرهنة النتيجة التي تربط فكرتي التكامل المنحنى والتكامل الثنائي . 
نظر ية 16.12: (نظر ية جرين) . 


إذا كانت $ فئة أولية ومنحتى حدودها ٣‏ وإذا كانت ۴ و ور۴ ۶ وکدلک 0 دوال متصلة 
على النطاق 1 الذي محتوى 5. لنفترض أن إ(۲)0 .0)ع)) = ١ ٤C‏ فإن 


[P dg + Q dh]. (5)‏ | = )ر = (O,‏ 1 
الرهان: ۰ ۰ 
یکن ان کبک من التكاملان في (5) على شكل محموع تكاملين» وهذا نرغب ني أن 
کک 
Jj o, = | Pg + J O dh.‏ 
نرهن هنا أن ) ) 


1 ر‎ > j Pde (6) 
: C 
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ويمكن للتكامل الآخر أن برهن بالطريقة نفسها. باستخدام (4) يكن أن نحسب الطرف 
الاين على آنه تكامل متكرر: 


8 uf} 
1 ا‎ 3 E $} ds di 
3 
باستخدام النظرية الأساسية خحساب التفاضل والتكامل نجد أن التكامل الداخلل:‎ 


٣ Pl s) ds = Pit, u(t) — P(t, u(t)). 


u(t) 


کےا لاحظنا سابقا فإن (ر€) لا ,€ = € » عندما تكون ٥,‏ ور٣٤‏ على الشكل التالى: 


C= {r,uD):a st < b} 


{ft vuft}:a SS b}.‏ ج 


1 2 ١ Pit, uf} dt ~ Pit, u(t)) dt. (7) 


وبتعويضص ۲ = ()8 في الحانب الأين من (7)» نحصل على : 


P dg آ-‎ P dg. 
C 


ےت 
ل 
|1 
سسس 
aw‏ 
1 
fo‏ 
| 
سا 
س 
اھ 
fa‏ 
| 
| 
سس 


ليس من | لصعب آن نرى أن النظرية 16.12 يمكن أن تشمل الحالة التى تتكون فيها 5 من 
ا سحاد نہائي من الفثات الأولية. . ونوضصح دلك ببرهنة الالة التي تتكون من اتاد فئتين أوليتن 
کا هو موضح في الشكل 16.6 . لنفرض آن ۴ © ر۴ وكذلك re‏ 
C UC, UC, UC, E S=S$S US,‏ ويؤخذ المنحني ٣,‏ 
إل و بدلك لديا 


b5] 5 Ce ن‎ U ل‎ C, ر‎ b8 ٤ LL ل‎ CC ل‎ a 
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شکل (16.6) 


إذن فإن: IP dg + Q dh] = j [P dg + O dh]‏ ا 
C‏ 


1 [P dg + QO dg + f [P dg + Q dh} 


CC TES CUCOUC, 


(GO, =F)‏ + ۴ () ا 
(ر۴ - ,0) f‏ - 


رارت 


- (Q, —~ P,). 
لقد جعلت نظرية جرين حساب تكامل التفاضل التام سهلاء كا سنرى في النظرية‎ 
. التالية‎ 
: 16.13 نظر ية‎ 
إذا كانت ۲ و0 ور۴٣ وكذلك 0 دوال متقصلة على النطاق 2 وإذا كان‎ 
منحني متقطع الملاسة في 0 أي حدودا لفغة أولية 58ء ولنفرض أن‎ ٥ = .0)ع)‎ 1)9( 


| [Pdag+Odh]=0 
CL 


الرهان : 
ان التفاضل التام 1ل 0 + عل ۳٣‏ يؤدي إلى وجود دالة ۴ على 8 بحيث إن ۲ = ,أ 
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و = . نکش EZO TE‏ ونستخدم النظرية 15.6 لنعرف أن هذه 
اقات الحزئية اللختلطة متساوية. ادن فان O, e‏ يساوي الصفر خلال 8 رانظر 
التمرين 16.5.5 . وهكذا استنادا إلى نظرية جرين» نحد أنْ' 
ff [Pag + oan] = Jj (o, - PI = J 0=0‏ 
C $ $‏ 
16.7 نظار نر به جرین 


Analogues of Green’s Theorem 


س س س ل ا ا 


اقش ف هذا البند د النهائي نظريات نماثلة لنظرية جرين بدون إعطاء براهين هذه 
النتائج » على الرغم من ذلك فطلبة التفاضل والتكامل للمتغيرات التعددة ميزون هله 
النتائح بسهولة . هدفنا الحاضر هو اعطاء نظرية عامة تكون نظرية جرين جزءاً منها. i‏ 
باختبار شكل هذه النتيجة. نفرض ض أن ؟ دالة معرّفة على نطاق مفتوح 2 يحتوي على الفعة 
ثل يدل على تعبير تفاضلي بحتوي على المشتقة الأولى أو التفاضل الجزئي للدالة ۴. 
إذا رغبنا في تکامل أ على 5 عندئل وبالاستناد الى نظربة جرين مع فروض مناسبة حول | 
و نحصلل على القيمة نفسها إذا كاملنا ۴ نفسها على الحدود 8. .رمزيا: 


df= f 1f 0‏ ا 


bIS] 
بالطبع فإن نوع التكامل في الطرف الأيسر بختلف عن نوع التكامل في الطرف الأين من‎ 
وكذلك على نطق ختلفة الأبعادء ولكن النتيجة تؤكد أن تكامل دالة على حدود فة‎ »)1( 
بساوي تكامل تعبير تفاضلي على الفئة المغلقة. لقد رأينا سابقاً حملة مشامة هذه النتيجةء إذا‎ 
فللنا الأبعاد مقدار 1 فإن ؟ تصبح دالة على الفترة [ط ,ة] = | و٣ = ل ويكرن [اإ فة‎ 
النقطتين 0 ,ة) » وبناءٌ على النظرية الأساسية لحساب التفاضل والتكامل فإن:‎ 


| at=tb)-fa = j tf 2) 


1 bi Ij 


إن الطرف الان م من (2) هو رمز غير معرف وییکن تعریفه على أُساس أنه يساوى الحد 
الأوسط من (2). . النقطة المهمة هي أن قيم ‏ عند حدود 1 تحدد تكامل ل على الفئة المغلقة. 


يمكن صياغة المعادلة (1) في الوضعية ثلاثية الأبعاد. في هذه الحالة يكن للفئة $ أن تكون 
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سطحاً < فی ۴ أو شكلً مجساً ۷. في الحالة الأولى لدينا نظرية ستوكس ك'ك#kها؟)‏ 
"he0 rem(‏ حیث التکامل الخطی : 
[Pdg+ O dh + R duj‏ ا 


Jj [oy - R) + (R, = P;) + (P, - 0)] de. 
2 


حيث تكون السطوح والدوال مناسبة. (الحدود [<]ط هي منحني يحتوي على السطح 
6 فى الحالة الشانية يطوق السطح 2 الشكل الجسم ۷ 
و ( )P)(. 0), R)(‏ = (٭) یکون تحویلا من ۴ الى ۴ . عندما تکون ۲ و 
وكذلك ۸ دوال على ۴ عندما يتم تكامل حاصل الضرب القياسي تل . ۴ على حدود 
السطح » تكون النتيجة هي نفسها التكامل الحجمي نفسه ل ۵۷ df = )۴, + Q, + R(‏ 
المأخوذ على ۷: 
df. (3)‏ ا d=‏ ر 
2=b[V|‏ 

هذه هی نظر ية جاوس للتباعد ومضمون المعادلة (3) هو مرة أخحرى: إن تكامل دالة على 
حدود فئة يساوي تكامل التعبير التفاضلى على الفئة التي تطوقها هذه الحدود. 

ان نقاشاً ناجزاً لمواضيع نظرية ستوكس ونظرية جاوس للتباعد بتفاصيل يمكن أن يدم 
كجزء من التحليل الاتجاهي . في هذه الصيغة يكن لقوة رموز ومفاهيم المتجه أن تسهل 
وصف أنواع ختلفة من الدوال ب والسطوح کا أن علاقة الأنواع المختلفة من 
الدوال والمنحنيات والسطوح مكن أن يتم التحقق متها تقعالية أكر. 


1 - برهن التأكيد (4) في البند 16.6. (ارشاد: استخدم الاتصال النتظم للدالة ٤‏ لتحصل 
على النقط رس , ... ,ر« التي ها الاحداثي الثاني نفسه والتي تحقق: 
ft) = fp) <‏ > 


iSISm 
l5j sm 


R6) 
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7 برهان نظرية جرين وذلك برهنة: .مهت إل = ١ا‏ 
LL‏ 5 


اط 0 + عه ۴] إ للدوال والمنحنيات العطاة انت أ 
[P dg‏ ا واو جات فا افرص أن السار الاتجاهي للمنحنيات 

معطى بحيث تظل الفئة 8 على اليسار كلا اجتزنا ا نحن . 

C;, Q()=Kk FIK), gy ۶)») = 2x ~X) 2‏ هو المسار المستطيل من (0 ,0 ی 
(3 .0 إلى G.2(‏ إلى (02) إلى (0,0). 

2 5 

Cy, QO) =x g P(N) =2xX =4‏ هو حدود الفئة المحدودة والمطوقة بالط 
لمستقيم X= X,‏ والقطع اکافیء ×= x‏ 

,×,)0( هو حدود‎ C;و‎ Ox) = 3%, 7 XK و‎ P() = 2x +X ~52 

O(%) = x cos x, yg P(X) = 2x, sin xX; ~6‏ و٤‏ هو القطع الناقص 


3 : 
ر ل3 + SX‏ 


لے“ 


Q)%) = x, + Xx, gy P(N = x = XX, =7‏ و0 هو حدود ربع الداثرة. 
{xEFE: [|x| =1. x =0. >0).‏ =$ 


8- بين امكانية تطبيق نظرية جرين" للتكامل على المنطقة ذات الشكل 2 والوضحة 
يا 


` 


() للحصول على معلومات إضافية عن نظريار 
تقر ب ف الا مجاهي اليف هاري ف., دافیس. رنود سنيدرة» نرحمة د احمل 
ادف القرمانی أ. الصادى عیاد کرواط » من منشورامت جام الفاح ۔ طرابلس ۔ ليسا 
(ملاحظة الرجم) 
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ملحق | 


الاستقر أء الرياض 


Mathemathical [Induction 


هذه المناقشة ليست معالحة عامة لموضوع الاستقراء الرياضي . الطالب الذي وصل إلى 
مستوى هذا الكتاب لا بد أنه درس وقابل فكرة الاستقراء الرياضي بأساسياتها وربا بعرض 
أشمل للموضوع”. 

والخرض من هذا اللملحق هو التوضيسح ويمثال واحد كيف أن هذه الفكرة الرياضية 
الأساسية استخدمت عدة مرات في الدراسات النظرية التى قدمت في هذا الكتاب. 
مبادىء الاستقراء الرياض : 

لنفرض أن 1 فثة جزئية من ل تحقق ما يى : 
(أ) 1ف الفثة٣.‏ 
(ب) إذا كان ١‏ في الفثة 1ء فإن 1 + ¬ في الفثة .٣‏ 
فإنه ينتح منذ لك أن ۲ هي کل ۱. 


لقد اخحتبر الحرف 1 في مبادىء الاستقراء الرياضى بسبب الطريقة الت يتم فيها تطبيق 


(#) يسمى الانتقال من العام إلى الضاص بالاستشاج أو الاستدلال (١0ااعاdعل).‏ ويسمى الانتقال من الحالات 
الخاصة إلى الالة العامة بالاستقراء (١0ااعuكه1).‏ وللحصول على دراسة وافية تي موضوع الاستقراء الرياضصي 3 
الحساب والح واخندسية ء انظر كتأب «الاستقراء الريأاضى» مكتبة الرياضيات الحديثة جزء 2ء ترحة د. اح 
صادق القرماني» الصادر عن دار مير للطباعة والنشر موسكو 1980 ۔ (ملاحظة المترجم). 
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هذه البادىء في معظم الحالات. » لتفرض أن( ,5 متنالية من الجحمل ولنفرض أن 
1 هي فده ا (tعs truth‏ لمتتالة ٤ fs‏ ا أن : 


T= {n EN:S, (True) lgص‎ J 


ومن ذلك يكن استنتاح أن ,5 صحيحة لكل ١‏ وذلك بتوضیح أن ۲ تحقق (أ) و (ب). 


E e‏ ترا ع عات من الدوال قق بعض 
اتج E‏ ا ار سلا دل کین ہر جر آتیے کیا اا و 


التجمع . 

قد يتكون التجمع من التتاليات التقاربية أو الدوال القابلة للتكامل» وطريقة دمح 
عنصرين من التجمع قد تكون عملية حسابية مشل الحمع أو الضرب أو قد تكون عملية 

أخرى مثل تراكب الدوال. 
كل ما نريده هنا أن تكون العملية تنسيقية» أى: 
frp)xg =f x (gx).‏ 

ي مشل هم ل ومن رة عاص اتلاق التجمع تت اسيق لاي عنصرين من 
ترکیب أي عدد هائي من عناصره. 

امسار شن مل لن النتيحة م وللملاءمة سنستحدم الا شارة الموحة للذ ل له عل العملية 
الثنائية عل على التجمع €. ونستخدم الحرفین ‏ وع للدلالة ه على عناصر € لكن الرهان غر 
مقتص عل الحالة الى تكون فيها العملية معا و ) مؤلفة من دوال . 


دا کان ٤‏ وع ي ٤‏ فإن ۾ +۴ في .٤C‏ )1( 


نظر ية أ (1): 
لتقرض أن ٤‏ تجمع مع عملية تنسيقية + تحقق (1). 


4/0 
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N IC N ST TS 
E TT 
البرهان:‎ 

لكل ١‏ فى ١‏ نفترض أن ,8 هى الجملة «لكل فثة جزئية إا .... ,را بر من ٤ء‏ 
E GES‏ 

نرغب فى برهنة أن فثة الصواب 1 من ,ر ,؟) تکون .١‏ 

نلاحظ أولاً أن 8 هى بالضبط الخاصية (1). إذن 1 تحقق (أ). 

لنفرض الآن أن « فى 1ء أي أن لكل فة ليا ...را في ٥‏ تكون 


f+ + ۴‏ ف .C‏ لبد ان نهن على آن 1+ ۸ في 1. 
لذا نعتر الفعة الحرثية ا٤ ٤ ..., ٤.‏ .رگ اختيارية من .٤©‏ باستخدام التنسيق 


يحون لدينا: 


E] 


ft. +f +f 


N yS 


ویافتراض أن ٤‏ + ... + ر٤‏ فى ٤‏ فإن الخاصية (1) تؤدى إلى أن الطرف الأين موجود في 
.C‏ 
TS‏ 


وهكذا فقد تم برهنة أن 1 هي كل ١!‏ بواسطة مبادىء الاستقراء الرياضي . 
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الملحق ب 


الفئات القابلة للعد والفتات غر القابلة للعد 


Countable and Uncountable Sets 


من الطبيعي ان لسستنتج من جار نا الأولية م فقات الأعداد أنه أدا كانت هناك فتتان 
لاهائيتان فإن) متساويتا الكبر. ومع ذلك من المفيد للغاية الاستعانة بمفهوم أكثر دقة للمقارنة 
ين القئات الكبرة. وقد طورت نظرية الأعداد الأساسية (الكاردينالية) وتكافر الفغات على 
ا أعوام 0 الآخيرة وتم إغناؤها بسرعة على أيدي كثير من علاء الرياضيات. 
ولن قوی كرا ای تماصیل شله النظر ية بعمقها ٤‏ لہ EN‏ ولكننا سشجع القاریء 
عل البحث قي مصادر أخرى وتتبع النظرية بعد هذه المناقشة. 
تعریف ب (1): 

الفثة 5 قابلة للعد (عااو٤دسهء)‏ إذا كان هناك متتالية مداها كل 5. وإدا م تكن الفشة 
فابلة للعد فإنها تسمى غر قابلة للعد (عااھ†uncour)‏ . 

رهذا التعريف محدد عدد العناصر في الفئة القابلة للعد 5S‏ بعنى أنه يوجد على الأقل عدد 
واحد صحیح موجب یناظر کل عنصر من عناصر ؟8. وبدلك فلا يكن وجود عناصر فى 5 
أكر» من عناصر . ونورد هنا أمثلة على فثات قابلة للعد يسهل التحقق منها: 
(1) الفئة ل نفسهاً. 
(2) فة الأعداأد ألز وجية الموحية .{2n:n EN}‏ 
() أية فة جرئية من ل١.‏ 
(4) أية فثة ائية. 
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مفترض ب (1): 


أية فئة جزئية من فئة قابلة للعد هى فة قابلة للعد. 


العرهان : 
نفرض أن $ قابلة للعد ونفرض أن ١‏ أية فثة جزئية من »5S‏ عندثذ هناك متتالية 5 
سحيث أل : 


= 4s :nEN} 
T1 


نفرض أن ا متتالية جزئية من 5 تناظر تلك الآأعداد الصحيحة ١)K(‏ بحيث إن 
€ ر„ . بذلك فإن :K 6 N[‏ ر,] = ۲ وهکذا نبنا آن 7 هي مدی 
المتتالية ). 
وعلى الرغم من أن مفترض ب (1) مفيد للغاية ء فإنه من المدهش أكثر ملاحظة ماذا 
محدث عندما نوسع الفثات ل پچ علد کی . على سبيل الخال نفرض أن 
_ 4 =8 وان ا ١=‏ فتتان قابلتان للعد. نؤكد أن اتحادهما هو أيضاً 
فشة قابلة للعد؛ لأن: ...يا بر5 .٠ا‏ ٠ر5‏ .5.1 متتالية كما هوواضح مداها 
S 01‏ . وبالثل يكون اتحاد ثلاث فثات قابلة للعد لا وا و؟ فة قابلة للعد بالمتتالية 
ر را برك ا ا .) . ومن السهل إثبات (بالاستعانة بدا الاستقراء الرياضي) 
أن اتحاد أي تجمع نهائي من الفكات القابلة للعد يكون هو هو فئة قابلة للعدى والنتيجة 
التالية تأحذ هذا الأستنتاح خارج جال الأستقراء الرياصي . 


نظرية ب (1): 
اتحاد تجمع قابل للعد من فقاءت قابلة للعد هو فئة قابلة للعد. 
الرهان : 
لکل ۸ من ۸ نفرض أن $ الفغة القابلة للعد إ6 :K‏ ,ء) . ونرغب فى 


إثبات أن الفعة “ك ل = 8 فة قابلة للعدء ويكن أن نرتب 8 فى التشکیل (له۲۲:) 
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لاحظ أن مجموع الدليلين السفليين لكل حد يكون ثابتا على امتداد القطر. وبذلك نورد 
قائمة بالحدود فى مجموعات وفقا لمجموع أدلتها السفلية : 
ف القطر الثاني الجموع هو 3 


في القطر رقم [ المجموع هو 1 + ل 


لکل حد ,؟ في 5 يكون المجموع ١ + K‏ مساويا للعدد الصحيح زى ولذا ينتج أن كل 
حد من 8 يظهر في مكان ما في المتتالية المذكورة قبل قليل . 

ومن ثم فإن 5 هي مدى هذه المتتالية » وبالتالى فإن $ فثة قابلة للعد. 

مشال ب (1): 
الفنة @ (فة الأعداد القياسية) هي فة قابلة للعد؛ لأنه إذا كانت 
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e`‏ مk.‏ = { =" » عندئذ تتكؤّن "5 ل| = ك من كل الأعداد القياسية 
٠ 1‏ |[ ت 1 

المىجبة وهي قابلة للعد وفقا للنظرية ب (1). وبالمثل تكون فئة الأعداد القياسية السالبة قابلة 

أيضاً للعد . وكذلك تكون الفثة المفردة (0) . وحيث إن © هى اتحاد هذه الفثات الشلاث 


القابلة للعد فإنه ينتح أن 0 نفسها فئة قابلة للعد. 


وقد يبدو حى الآن أن كل الفئات مفترض أن تكون قابلة للعده ولكن ذلك يعني أننا م 
نكسب شيعا إضافياً زيادة عن وجهة نظرنا الأولى حول أن كل الفتات اللانمائية «متساوية ني 
الكر». E‏ هذا ليس هو واقع ا لجال ک| سش ذلك ف النظرية التالية. 


نظرية ب (2): 


الفئة ۸| رفثة الأعداد الحقيقية) هى فئة غر قابلة للعد. 


الرهان: 


ا 


اخحتيارية من الأعداد الحقيقية ونبين أنه يوجد عدد واحد على الأقل ليس حداي هذه 
المتتالية . :فرض بعد دلك أن کل ,× فی الفترة (1 ,0] . ويكن كتابة كل ,× ف صورة 


ر ټ 


سر به لتقل : 


حيث كل هر رقم (digit)‏ (أی 0 c1‏ 


.)2( کا ق الشكل ب‎ x} 
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تتكؤن من تلك الأرقام التى نكون مها العدد ... 8ة ٠8,‏ = ر » وهو ختلف عن كل 
من الأعداد 5 


والعدد لإ معرف بواسطة وصف رقمة دي الترتيب ١‏ وهو 8 . ونريد الحصول على أن 


Û # d‏ ولذا نعرف: 


1111 


وبذلك فإن ر هوعددفى فترة (0,1]. وأيضأ لا يكن ل أن تساوي أي عدد من ال ,× 
لأنه لكل ١‏ يكرن رل #۶ ,8 » ومن ثم فإن ر» ,× مختلفان على الأقل في رقميها 
العشريين ذى الترتيب .١‏ (لاحظ أن ر لا يكن تدويره ليساوي عددا من × بالطريقة الق 
يدور فیها ...49999. ل اوي ...50000؛ لأن ر لیس له تسعات في مفکوکه العشري). 
ومن ٹم فالتتالة sb‏ لا حتوې ضمن حدودها کل الأعداد في (1 ,0] . وهدذا يشت 
أن الفئة (1 ,0] غر قابلة للعدء وحيث إن ۸ تحتوي على (0,1] فإنه ينتج من المفترض 
ب (1) أن ۸| أيضا غر قابلة للعد. 


نتیحه ب (2): 
فة الأعداد غر القياسية غير قايلة للعد. 
البرهان : 


إذا كانت فة الأعداد غر القياسية × قابلة للعد. لأمكننا أن نكت ×00 R=‏ » 
ولكانت النظرية ب (1) تضمنت أن 8 قابلة للعد. 
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الملحق ج 


الضر ب اللامائى Infinite Products‏ 


مفهوع الضرب اللانهائي هو النظر الضربي للمتسلسلات اللانهائية . 

ES a‏ الستوى. على الرغم من ذلك فإن الضرب 
اللامائي نافع جدا في بعض الفروع الرياضية مثل نطرية الأعداد ونظرية الدوال المركسة 
»)com pe»)‏ نوضصح هنا ولغخرض دراسة تقارب الضرب اللاهائي انه يکفي دراسة المتسلسلات 
اللانهائية. 

إذا كانت إه) متتالىة عددية نعف المتتالية المرتبطة ہا [رم) بالصيغة: 


i1 
P, =a, a, ...a, = ÎÎ 


kaz | 


ان P٥‏ هي متتالية الضر ب الحرئي للضر ب اللاائي Ila‏ (استحدم احرف الكبر 
1 ل «الضرب» للتشديد على نظبره فى المتسلسلة حيث نكتب حرف سيخ كبير به للدلالة 


على المجموع). 


غالباً من الضر وري أن نفترض بسبب الخواص الضر بية للعدد صفر أن غير صفري لكل 


تعریف ج (1): 
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و شه الغأارة العددية تسمى فيم الضر ب اللانہائی . 

وفي الحالة عندما تتقارب متتالية الضرب الحزئى إلى الصفس نقول أن ,ة ]! تباعدية إلى 
الصفر. 

من الواضح أن هذه نتيجة في حالة كونِ أي حد »۵ مساويا للصفر. 

قد يتبادر إلى الذهن بأن رفض الماية الصفرية استشاء اختياري ولكن هذا افتراض 
ضر وري لتفادي أن تنتح بعض التتاليات الشاذة ضرباً لانهائي تقاربياً. 

عل سبيل الخال إذا كان 0 = .ةه لبعض ٠K"‏ فإن (ة) متتالية غير حدودة أو ذات 


nek JS p=ll a =0‏ 
k=‏ 
هذه ليست الطريقة الوحيدة التى يكون فيها الضرب اللانهائي غير تقاربي. 
ومثال ج (3) يوضح لنا ضربا لانہائيا تقاربيا. 
مال ج (1): 


إذا کان “(1-) = رھ » فإن "(1-) = ,م وه آ] غر تقار . 


0 + [] 
E 


دل 0 lla, 2 lim,‏ عير تقار . 
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1Î a =1 إدن فان‎ 

النتيجة التالية يمكن نمييزها على أا نظير النظرية المساعدة 9.10 في موضوع المتسلسلات 
اللانهائية. 

نظرية مساعدة ج (1): 


إذا كان » 


a‏ 11 ماربا (تقارس): فان 1= ه صا 
i‏ 
الرهان: 


لنفرض أن #0 a = 1L‏ |1 ۽ فان 


k=1 
| P limp 1 
n -m ۽ ے ا ےر‎ 
Il Fı 1 P 1 
h~ | lim, Pn ا‎ 
CL E Noo ad 


اللانائية. 
نظر ية ح (1): 
إذا کان ,11 تقاربياء فإن | ھ| ها < تقاربية. وإذا كانت || ع٥1‏ ب2 تقاربية 
وكان 0 < ه4 لبعض « أكر من بعض N‏ فإن ره || تقاربي. 
الرهان: 


إذا كان ,11 تقاربياًء تضمن لنا النظرية المساعدة ج (2) أن الحد العام هة موجب 
عندما تكون ۸ كررة با فيه الكفاية . 


479 


منتدی افریقیا سات www.afr1qa-sat.com‏ 


إذن يكن أن نفترض بدون فقدان للعمومية أن 0< ,هة لكل .k‏ 


الآن: 


im, {1e a, = im, (s11 ا‎ 


k=] 
= lim, {10g pF, 
ويضمن اتصال الدالة × ع٥1 بالاضافة للمعيار المتتالى للاتصال أن الناية موجودة.‎ 
.) لبرهنة العكس. نستطيع مرة أخرى افتراض أن 0 < ,ه لكل‎ 
ع0ا 2 = ۶ ي فإن:‎ a إدا کان‎ 
e"=p, و‎ <s, = lop, 


وهكذا فإن تقارب [ ء) واتصال الدالة × يتضمُنان أن [رم) تقاربية. 
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تائمة بالصطلحات 
المستخدمة ٤‏ الكتاد 


(A) 


تشكيل (جموعة مرتبة) 
متسلسلة متعاقة الاأشارة 
حور تقارب 

مسلمة 

مسلمة الترتيب 

مسلمة أصغر حد أعل 
ا 

تریب 

متوسط 
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Absolutely Convergent 
Additive function 
Aggregate 

Attine 

Algebraic Combınation 
Accumulation point 
Analytic function 
Array 

Alternatıg serles 
Asymptotê 

Axıon 


Order axiûns 


The leasf upper bound axlon 


Associative property 
Approximation 


Averagê 
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(B) 


متجه الأساس (المتجهات الأساسية) Basis vector(s)‏ 
حدود Boundary‏ 
لوده Bonnded set‏ 
عملية اة Binary operation‏ 
لقطة حدود Boundary point‏ 
حطيه نائية Bilinearity‏ 
معاملات ذات الحدین Binomial coefficients‏ 
الدالة ا Bracket function‏ 
تخر (تغایر) دود Bounded variation‏ 
(C)‏ 


Class فصل‎ 
Collection جمع‎ 


کال Completeness‏ 
أعداد مر که Complex numbers‏ 
دالة مر كة Complex function‏ 
متتالیات کوشی Cauchy sequences‏ 
معیار کوشی للتقارت Cauchy Criterion for Convergence‏ 
تقاربي Convergent eT‏ 
حاصل اضرب الکرتیزی Cartesian product‏ 
عطاء Cover‏ 
اتصال (استمرار) Continuity‏ 
کانتور Cantor‏ 
تقارب Convergence‏ 
فثة مترارطة Connected set‏ 
فثه قارلة للعذ Countable set‏ 
تراکیب الدوال Composition of functlons‏ 
وأاعدة السلسلة Chain rule‏ 
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انعلاف 
نقطة عنقودية أو نقطة التراكم 
a‏ 


(D) 


قطع دک 

تباعدي (متباعد) 

دالة منمصلة 

خاصية التوزيع 

غير متصلة (منفصلة) 

نطاف 

حاصل الضرب القياسي 

Ty 

دالة البعد 

مشتقة الجاهية 

إنمصاأل 

استنتاج (استدلال) 

ن 

حاصل الضرب القياسي 
(E)‏ 

فة أولية 

فراع اقليدي 

تقاضل تام 
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Closure 
cluster po1nt 
Compact 
cLriterlon 


Composite function 


Dedekind cut 
Divergent 
Discontiuons function 
Distributive property 
DısjJoınt 

Domain 

Dot product 

Discrete metric 

Dual 

Distance function 
Dominance 
Directional derivative 
Dense set 
Discontinuity 
Deduction 

Disk 


[Jot product 


Hlementary set 
H'uclidean space 


H‘xiact differential 
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0 
دليل زوجي 
(F)‏ 
ر 
دالة 
(6G)‏ 
دالة حاما 
متتالية هندسية 
دالة أكبر عدد صحيح (الدالة السلمية) 
أکر حد أسفل 
نظرية جرين 
(FE)‏ 
فترة نف مغلقة 
متتالية توافقية 
ترص (افتراص) 
)1( 


ضور 
دالة صمنة 
تکامل معتل 
استقراء 

لانهائي لاحدود 
تدای 

القابلية للتكامل 
صرب داخلي 
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Even 


Even Index 


Factorial 
Function 


Finite set 


Gamma function 
Geometric sequence 
Greatest integer functlon 
Createst Lower bound 


Green ftfheoren 


Half-closed interval 
Harmonic sequence 


Hypothes1s 


Image 

Implicit function 
Improper Integral 
Induction 

Infinite 

Initial 
integrability 


Inner product 
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نقطة منعرزلة 
أعداد لاقياسية 


الأدنی (العنصر الآدی) 
مساحة داخلية 

اي تي 
مکامل 
مکامل به 


(J) 


(K) 


(L) 


(M) 
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Isolated point 
Irrational nuMDêrsS 
Infimum 

Inner area 
IrstantanlêOous 
integrand 
integrater 

Interval 


Iterated 


jordan content 


Jump 


Kummer’s test 


Limit point 

lemma 

l.cibnıtz rule 

line integral 

linear transformation 
l[.aplace transform 
[.cbesgue measure 
l.cast upper bound 


fower SUN 


Mein value theorem 
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فضاء (فراع) متري Metric space‏ 


دال مطر دة Monotonic function‏ 
المشتقات اخزئية المختامة Mixed partial derivatives‏ 
راسم (اقتران ۔ محویل) . Mapping‏ 
مسقو فه Matrix‏ 
(N)‏ 
فترات متداخلة Nested intervals‏ 
نفی Negation‏ 
فريمة الاتصال Nearly continuous‏ 
جوار Nelghborhood‏ 
معيار (مفیاس) Norım‏ 
شبكة Net‏ 
(O)‏ 
اتصال أحادى اانب One-Sided continuity‏ 
طا ء مفتوح Open cover‏ 
رة متو حه Open interval‏ 
مساحة حار حية Outer area‏ 
(P)‏ 
مشتفه جر ية Partial derivative‏ 
جزیء Partition‏ 
متفطع الاتصال Piecewise continUOus‏ 
اتصال نقطی Pointwise continuity‏ 
مسلمة Postulate‏ 
مغر ص Proposition‏ 
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اختبار راي 

نصف قطر التقارب 
مدی 

اختبار النسبة 

علد حقیفی 

اعادة ترتیب خاو الا 
لحد الباق 

انفصال قابل لاإزالة 
تکامل ريمان (رعاني) 
نهاية من اليمين 
اختبار ادر 


منحني متقطع اللاسة 
متتالية 

المعيار المتتالي (التتابعى) 
خاصية الازاحة ۰ 
غطاء جزئی 

ماثل 

الأعلل (العنصر الأعل) 


التاكسياب المتري 


(R} 


(1) 
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Pstuaudo-limit 


Polynomial 


Ruabe’s tisl 

Radius of consctreni 
Range 

Rati los! 

Roenl mmetbDer 
RCArTTANECINCH Of sCTIUS 
Kefienemcnit 
Remainder term 
Removable discontinuity 
Riemann integral 
Right-hand limit 


Root test 


Sectionaliy smoth curve 
Sequence 

Sequential criterion 
Shifting property 
Subcover 

SyIMINEry 


Supremum 


Taxicab metric 


www.afr1qa-sat.com 


تعر (تغایر) 


مبدأً حسن الترتيب 
حسنة الصياغة 


ا تار N1‏ لر شتراس 


صمر الدالة 


صقر (أو جدر) کشرة الحدود 
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(U) 


(¥) 


(W) 


(LZ) 
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Terminal point 
Theorem 
Topology ) 
Triangle inequality 


Truth set 


Uncountable set 
Uniform contirulty 
Uniform convergê nce 


Upper bound 


Variation 


Well-ordering principle 


Well-posed 


Welerstrass M-tesi 


Zero of a function 


Zero of a polynomial 
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